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Capitolo 1

Introduzione

Scopo della Fisica & lo studio dei fenomeni naturali, dei quali essa cerca per
prima cosa di dare una descrizione, non solo qualitativa ma soprattutto quantita-
tiva; tale studio si estende poi oltre la descrizione, e comprende I'indagine sulle
relazioni reciproche tra pitl fenomeni, sulle cause che li producono e su quelle che
ne determinano le modalita di presentazione.

Fine ultimo di tale studio & quello di formulare delleggi fisichecapaci di
dare del fenomeno stesso una descrizione razionale, quantitativa e (per quanto
possibile) completa, che ci permetta di dedurre le caratteristiche con cui esso si
verifichera a partire dalla conoscenza delle caratteristiche degli altri fenomeni che
lo hanno causato, o che comunque con esso interagiscono.

Oggetto quindi della ricerca fisica devono essere dgt@dezze misurabili
enti che cioé possiamo caratterizzare mediante la valutazione quantitativa di alcu-
ne caratteristiche, suscettibili di variare da caso a caso a seconda delle modalita
con cui il fenomeno studiato si svolge

1Sonograndezze misurabitinche quelle connesse a oggetti non direttamente osservabili, ma
su cui possiamo indagare attraverso lo studio delle influenze prodotte dalla loro presenza sul-
I'ambiente che li circonda. Ad esempiauarks costituenti delle particelle elementari dotate di
interazione forte, secondo le attuali teorie per loro stessa natura non potrebbero esistere isolati allo
stato libero; le loro caratteristiche (carica, spin etc.) non sono quindi direttamente suscettibili di
misura: ma sono ugualmente oggetto della ricerca fisica, in quanto sono osservabili e misurabili i
loro effetti al di fuori della particella entro cui i quarks sono relegati.
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2 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

1.1 Il metodo scientifico

Il linguaggio usato dal ricercatore per la formulazione delle leggi fisiche e
il linguaggio matematicoche naturalmente si presta a descrivere i dati numeri-
ci che individuano i fenomeni, le loro variazioni ed i loro rapporti reciproci; il
procedimento usato per giungere a tale formulazionenetbdo scientificda cui
introduzione si fa storicamente risalire a Galileo Galilei. Esso puo essere descritto
distinguendone alcune fasi successive:

una fasepreliminarein cui, basandosi sul bagaglio delle conoscenze prece-
dentemente acquisite, si determinano le grandezze rilevanti per la descrizio-
ne del fenomeno e quelle che presumibilmente influenzano le modalita con
cui esso si presentera;

una fasesperimentalén cui si compiono osservazioni accurate del fenome-
no, controllando e misurando sia le grandezze che lo possono influenzare
sia quelle caratteristiche quantitative che lo individuano e lo descrivono,
mentre esso viene causato in maniera (per quanto possibile) esattamen-
te riproducibile; ed in questo consiste specificatamente il lavoro dei fisici
sperimentali.

una fase dsintesio congettura, in cui, partendo dai dati numerici raccolti
nella fase precedente, si inducono delle relazioni matematiche tra le gran-
dezze misurate che siano in grado di render conto delle osservazioni stesse;
si formulano cioe delle leggi fisiche ipotetiche controllando se esse sono in
grado di spiegare il fenomeno.

una fasaleduttivain cui dalle ipotesi formulate si traggono tutte le imma-
ginabili conseguenze, particolarmente la previsione di fenomeni non ancora
osservati (almeno non con la necessaria precisione); questo & specificata-
mente il compito dei fisici teorici.

infine una fase dierifica delle ipotesi prima congetturate e poi sviluppa-
te nei due passi precedenti, in cui si compiono ulteriori osservazioni sulle
nuove speculazioni della teoria per accertarne I'esattezza.

Se nella fase di verifica si trova rispondenza con la realta, I'ipotesi diviene
una legge fisica accettata; se d'altra parte alcune conseguenze della teoria non
risultano confermate, e non si trovano spiegazioni delle discrepanze tra quanto
previsto e quanto osservato nell'ambito delle conoscenze acquisite, la legge dovra
essere modificata in parte, o rivoluzionata completamente per essere sostituita
da una nuova congettura; si ritorna cioé alla fase di sintesi, e I'evoluzione della
scienza comincia un nuovo ciclo.
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Naturalmente, anche se non si trovano contraddizioni con la realta cido non
vuol dire che la legge formulata sia esatta: € possibile che esperimenti effettuati
in condizioni cui non si & pensato, o con strumenti di misura piti accurati di quelli
di cui si dispone ora, dimostrino in futuro che le nostre congetture erano in realta
sbagliate; come esempio, basti pensare alla legge galileiana del moto dei corpi ed
alla teoria della relativita.

E’ evidente quindi come le fasi di indagine e di verifica sperimentale costitui-
scano parte fondamentale dello studio dei fenomeni fisici; scopo di questo corso
€ quello di presentare la teoria delle misure e degli errori ad esse connessi.
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Capitolo 2

La misura

Ad ogni grandezza fisica si deve, almeno in linea di principio, poter associare
un valore numerico in modo univoco ed oggettivo, cioe riproducibile nelle stesse
condizioni da qualsiasi osservatore; valore pari al rapporto fra la grandezza stessa
e l'unita di misura per essa prescelta.

Per eseguire tale associazione dobbiamo disporre di strumenti e metodi che
ci permettano di mettere in relazione da una parte la grandezza da misurare, e
dall'altra I'unita di misura (oppure multipli o sottomultipli di essa); e ci dicano se
esse sono uguali o, altrimenti, quale delle due & maggiore.

2.1 Misure dirette e misure indirette

La misura si dicalirettaquando si confronta direttamente la grandezza misu-
rata con l'unita di misuracgampiong o suoi multipli o sottomultipli; per esempio
la misura di una lunghezza mediante un regolo graduato & una misura diretta.

E’ una misura diretta anche quella effettuata mediante I'uso di strumenti pre-
tarati (ad esempio la misura della temperatura mediante un termometro), che si
fonda sulla proprieta dello strumento di reagire nella stessa maniera quando viene
sottoposto alla medesima sollecitazione.

Misureindirette sono invece quelle in cui non si misura la grandezza che in-
teressa, ma altre che risultino ad essa legate da una qualche relazione funzionale;
cosi la velocita di un’automobile puo essere misurata direttamente (tachimetro) o
indirettamente, misurando spazi percorsi e tempi impiegati dai quali si risale poi
alla velocita (media) con una operazione matematica.
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6 CAPITOLO 2. LA MISURA

2.2 Le unita di misura

Le grandezze fisiche si sogliono dividerefandamentalie derivate Con
il primo di questi nomi si indicavano originariamente quelle grandezze misurate
con strumenti e metodi sperimentali che richiedessero un confronto diretto con
un campione, scelto arbitrariamente come unita di misura; mentre i valori delle
seconde si intendevano determinati generalmente attraverso misure dirette di altre
grandezze ad esse legate da relazioni algebriche, che ne fissavano anche le relative
unita di misura.

In questo modo si sono definiti vari sistemi di misura coerenti come il Siste-
ma Internazionaleg]) attualmente in uso, il quale assume come fondamentali
lunghezza, massa, tempo, intensita di corrente elettrica, temperatura, intensita lu-
minosa e quantita di materia, con le rispettive unita metro, kilogrammo, secon-
do, Ampere, grado Kelvin, candela e mole. Le unita delle altre grandezze sono
univocamente determinate dalle relazioni algebriche che le legano alle grandezze
fondamentali.

Se ciascuna unita fondamentale viene ridotta di un certo fattore, il valore del-
la grandezza espresso nelle nuove unita risulta moltiplicato per un prodotto di
potenze dei medesimi fattori. Cosi, per restare nel'ambito della meccanica, se
riduciamo I'unita di lunghezza di un fattote I'unita di massa di un fattor®! e
quella di tempo di un fattor€, ed il valore di una grandezza fisica ne risultera in
conseguenza moltiplicato per

LAMHTT

si dice che la grandezza in questione hditeensionii una lunghezza elevata alla
potenza\ per una massa elevata alla potepgzer un tempo elevato alla potenza
T.

Ad esempio la velocita (media) di un corpo in movimento & definita come il
rapporto tra lo spazio da esso percorso in un certo intervallo di tempo e la durata
di tale intervallo, ed & dunque una grandezza derivata. Una volta scelte le unita di
misura delle lunghezze e dei tempi (per esempio metro e secondo), I'unita di mi-
sura delle velocita risulta fissata univocamente (1 metro al secondo). Se si alterano
ad esempio I'unita di lunghezza moltiplicandola per il fattoy& & 1000 (kilo-
metro), quella di tempo moltiplicandola per il fattorgTl= 3600 (ora) e quella
di massa moltiplicandola per un fattorgM = 1000 (tonnellata), il valore di qua-
lunque velocita nella nuova unita (kilometro all’ora) risultera alterato rispetto al
precedente di un fattore

[ it VAR

e si dice pertanto che le dimensioni fisiche di una velocita sono quelle di una
lunghezza divisa per un tempo.
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Come altro esempio si consideri I'energia cinetica di un corpo, definita come
il lavoro compiuto dalla forza che si deve applicare per arrestarlo, e che & pari
numericamente alla meta del prodotto della massa per il quadrato della velocita
del corpo stesso:

K:%m\/2

Essa & pertanto una grandezza derivata, la cui unita di misura nel Sistema
Internazionale & I'energia cinetica di un corpo di 2 Kg in moto traslatorio con
velocita di 1 m/s (unita dettdould. Passando al nuovo sistema di unita prima
definito (assai inconsueto per un’energia), il valor&diisulta moltiplicato per
il fattore M1L2T 2 si dice dunque che un’energia ha le dimensioni di una massa
per il quadrato di una lunghezza divisa per il quadrato di un tempo.

Queste proprieta di trasformazione sono legate alla cosidaledizsi dimen-
sionaleed allasimilitudine meccanicaargomenti che esulano da questo corso.

Basti qui osservare che il numero di unita indipendenti non coincide necessa-
riamente con quello delle grandezze assunte come “fondamentali”; cosi I'angolo
piano e I'angolo solido sono entrambi privi di dimensioni in termini di grandezze
fisiche fondamentali, e come tali dovrebbero avere come unita di misura deriva-
ta (1my1m e rispettivamente 1#i1m?) lo stesso “numero puro” 1, mentre esi-
stono per essi due diverse unita: il radiante e lo steradiante, quasi essi avessero
dimensioni proprie e distinte.

Né vi & alcunche di necessario nella scelta delle grandezze fondamentali quale
si & venuta configurando storicamente nel Sistema Internazionale, potendosi de-
finire un sistema coerente anche con I'assegnazione di valori convenzionali alle
costanti universali della fisica, come proposto agli inizi del secolo da Planck: cosi
un sistema di unita “naturali” si potrebbe fondare, in linea di principio, ponendo
eguali ad 1 la velocita della luce, il quanto d'azione (o costante di Planck), la co-
stante di gravitazione universale, la costante di Boltzmann ed il quanto elementare
di carica elettrica (ovverosia la carica dell'elettrone); ma, a parte considerazioni
di opportunita e consuetudine, cio che determina in ultima analisi fino a che punto
si possa tradurre in pratica un simile programma, e quali grandezze siano da con-
siderare fondamentali, € la riproducibilita dei campioni e la precisione con cui &
possibile il confronto diretto tra grandezze omogenee.

E’ emblematica a questo riguardo la storia dell’evoluzione delle unita di misu-
ra delle lunghezze, che anticamente erano le lunghezze degli arti dell'uomo quali
il braccio, il cubito (risalente agli Egizi), il piede e la larghezza del pollice; ov-
vero delle medie di tali lunghezze su di un numero limitato di individui. L'ovvio
vantaggio di una simile definizione € la disponibilita del campione in ogni tempo
e luogo; I'altrettanto ovvio svantaggio & la grande variabilita del campione stesso,
donde il ricorso a valori medi e infine a campioni artificiali costruiti con materiali
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e accorgimenti che garantissero una minima variabilita della lunghezza col tempo,
e con le condizioni esterne pit 0 meno controllabili.

Cosi, dopo la parentesi illuministica che porto all’adozione della quarantami-
lionesima parte del meridiano terrestre quale unita di lunghezza (metro), e fino al
1960, il metro campione fu la distanza tra due tacche tracciate su di un’opportuna
sezione di una sbharra costituita da una lega metallica molto stabile; tuttavia le alte-
razioni spontanee della struttura microcristallina della sbarra fanno si che diversi
campioni, aventi la medesima lunghezza alla costruzione, presentino col tempo
delle differenze apprezzabili col metodo di confronto. Inoltre I'uso di metodi ot-
tici interferenziali fini per consentire un confronto piti preciso delle lunghezze e
condusse nel 1960 (come gia suggerito da Babinet nel 1829!) a svincolare la
definizione del metro dalla necessita di un supporto materiale macroscopico, col
porlo eguale a 50763 73 volte I'effettivo campione: cioe la lunghezza d’onda
nel vuoto della luce emessa in opportune condizioni da una sorgente atomica (riga
arancio dell'isotopo del KriptofeKr).

Lulteriore rapido sviluppo della tecnologia, con I'avvento di laser molto sta-
bili e di misure accuratissime delle distanze planetarie col metodo del radar, ha
condotto recentemente (1984) ad una nuova definizione del metro, come distanza
percorsa nel vuoto dalla luce in una determinata fraziofi243792458) dell’'u-
nita di tempo (secondo); il che equivale ad assumere un valore convenzionale per
il campione di velocita (la velocita della luce nel vuoto) ed a ridurre la misura
della lunghezza fondamentale ad una misura di tempo.

Le misure di lunghezza hanno dunque percorso l'intero arco evolutivo, ed ap-
pare evidente come la complessa realta metrologica odierna non sia piu riflessa
esattamente nella classificazione tradizionale di grandezze “fondamentali” e “de-
rivate”. Infatti la velocita assume ora in un certo senso il ruolo di grandezza fon-
damentale, e tuttavia una velocita non si misura praticamente mai per confronto
diretto col campione (la velocita della luce nel vuoto); per converso le lunghezze
S0No spesso ancor oggi misurate per confronto con campioni, ma la lunghezza del
campione primario (il metro) & determinata da una misura di tempo.

Per quanto riguarda I'unita di durata temporale, essa fu svincolata da un sup-
porto macroscopico (il moto diurno della terra o i moti planetari) nel 1964 con
I'adozione di un campione di frequenza atomico (in termini imprecisi il cosiddetto
“orologio atomico al Cesio”), assegnando il valore convenzional&€iZ631770
cicli al secondo (Hertz) alla frequenza della radiazione elettromagnetica emessa
in una particolare transizione tra due stati interni dell'atomtB#Cs.

Questa definizione del minuto secondo consente il confronto di intervalli di
tempo con un errore relativdnferiore ad una parte su 1 Se si considera che
il quanto d'azionén, che e la costante universale della meccanica (quantistica)

vedi il paragrafo 2.6 alla fine del corrente capitolo.
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determinata con maggior precisione dopo la velocita della luce e che sia da essa
indipendente, & nota soltanto con una incertezza di alcune part®ssikbm-
prende quale iato si dovrebbe colmare per portare a compimento il programma di
Planck anche con il tempo, cosi come lo si & realizzato per la lunghezza.

Ad uno stadio ancor meno avanzato & giunta I'evoluzione della misura di mas-
sa, il cui campione & tuttora costituito da un particolare oggetto macroscopico
detto “kilogrammo-campione”. Anche qui la precisione con cui si possono con-
frontare le masse supera di vari ordini di grandezza quella con cui € nota la co-
stante di gravitazione universale, cui I'attribuzione di un valore convenzionale
consentirebbe di ridurre le misure di massa a quelle di tempo e di lunghezza.

2.3 Gli strumenti di misura

Lo strumento di misura & un apparato che permette il confronto tra la grandez-
za misurata e I'unita di misura. Esso & costituito da un oggetto sensibile in qualche
modo alla grandezza da misurare, che si pu6 chiamagtatore eventualmente
da un dispositivarasduttore che traduce le variazioni della grandezza caratteri-
stica del rivelatore in quelle di un’altra grandezza piul facilmente accessibile allo
sperimentatore; e da un dispositivo che presenta il risultato della misura ai sensi,
generalmente alla vista, dello sperimentatore, direttamente o con una registrazione
grafica o di altro genere.

Cosi in uncalibro, strumento per la misura di spessori, il rivelatore & costituito
dalla ganascia mobile col cursore ad essa solidale, e che puo scorrere nella guida
facente corpo unico con la ganascia fissa; mentre I'elemento indicatore € costi-
tuito dalla scala graduata in millimetri tracciata sulla guida e dal segno di fede
inciso sul cursore, generalmente insieme ad una scala graduata ausitiaii. (
per la lettura delle frazioni di millimetro. La grandezza letta sulla scala e qui
direttamente lo spessore oggetto della misura.

In un termometroa liquido I'elemento sensibile alla temperatura € il liquido
contenuto nel bulbo; esso funge almeno in parte anche da trasduttore, perche la
proprieta termometrica che si osserva & il volume del rivelatore stesso. Il tubo
capillare a sezione costante traduce le variazioni di volume del rivelatore in varia-
zioni di lunghezza della colonna di liquido ivi contenuta; il menisco che separa
il liquido dal suo vapore nel capillare funge da indicatore, assieme con la scala
tracciata sulla superficie esterna del tubo stesso o sopra un regolo ad essa solidale.
La grandezza letta sulla scala ¢ la distanza del menisco da un segno di riferimento
che puo essere messa in corrispondenza con la temperatura per mezzo di una ta-
bella di conversione; o, pitl spesso e comodamente, le temperature corrispondenti
sono scritte sulla scala stessa accanto alle tacche della graduazione.

Le caratteristiche piti importanti di uno strumento sono le seguenti:
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e La prontezza € determinata dal tempo necessario perché lo strumento ri-
sponda ad una variazione della sollecitazione; ad esempio, per avere una
risposta corretta da un termometro si deve attendere che si raggiunga I'e-
quilibrio termico tra il rivelatore e I'oggetto di cui si misura la temperatura.

L intervallo d’'uso & definito come I'insieme dei valori compresi trasia-

glia e laportata dello strumento, cioé tra il minimo ed il massimo valo-

re della grandezza che lo strumento puo apprezzare in un singolo atto di
misura.

La sensibilita si puo definire come il reciproco della incertezza di lettura
propria dello strumento, cioé della piu piccola variazione della grandezza
che puo essere letta sulla scala, e che si assume generalmente corrisponden-
te alla piu piccola divisione della scala stessa—o ad una frazione apprez-
zabile di questa. La sensibilita puo essere diversa in differenti punti della
scala, o per diversi valori della grandezza; & un fattore che limita I'intervallo
d'uso dello strumento, potendo divenire insufficiente al di sotto della soglia

od al di sopra della portata.

La precisionedello strumento: & legata alla riproducibilita del risultato del-

la misura di una stessa grandezza. Esso puo variare da una parte per difetti
dello strumento dovuti alla costruzione, che non pud mai essere perfetta, e
al logoramento di alcune componenti in conseguenza dell’'uso prolungato
o improprio, o dell'invecchiamento; dall'altra parte, per la presenza di va-
rie cause di disturbo ineliminabili anche in condizioni normali d'uso dello
strumento stesso. La precisione si pud definire come il reciproco dell'in-
certezza sul valore della grandezza che viene determinata dall'insieme di
questi fattori.

Per sfruttare a pieno le possibilita di uno strumento di misura, € opportuno
che la sensibilitd non sia inferiore alla precisione; gli strumenti di uso corrente
sono costruiti con una sensibilita circa eguale alla precisione in condizioni normali
d'uso.

2.4 Errori di misura

Come accennato in relazione alla precisione di uno strumento, se si esegue
una misura di una qualsiasi grandezza fisica si commettono inevitabilmente er-
rori; conseguentemente il valore ottenuto per la grandezza misurata non & mai
esattamente eguale al suo vero valore, che non sara percid mai noto con preci-
sione arbitrariamente grande (diversamente da quanto accade con una costante
matematica, come ad esempip
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Quando si ripete la misura della stessa grandezza col medesimo strumento,
nelle medesime condizioni e seguendo la medesima procedura, la presenza del-
le varie cause di errore che andremo ad esaminare produce delle differenze tra il
valore misurato ed il valore vero; differenze variabili da una misura all’altra, ed
in modo imprevedibile singolarmente. In conseguenza di cio, i risultati di queste
misure ripetute (se lo strumento € abbastanza sensibile) fluttueranno apprezza-
bilmente in maniera casuale in un certo intervallo, la cui ampiezza definisce la
precisione delle misure stesse. Gli errori di questo tipo si diesrwi casuali
e la loro esistenza é facilmente accertabile con l'uso di un qualsiasi strumento
sensibile.

Tuttavia certe cause di errore possono dar luogo a una discrepanza tra valore
misurato e valore vero che si riproduce inalterata nelle misure ripetute di cui sopra,
e lainosservabilita delle fluttuazioni non garantisce affatto che la discrepanza sia
inferiore all'incertezza di lettura dello strumento; né si puo esser certi che essa
sia contenuta entro I'intervallo di variabilita degli errori casuali (quando esso sia
maggiore dell'incertezza di lettura).

Gli errori di questo secondo tipo si dicoresrori sistematicie sono i pit
insidiosi, perché non immediatamente identificabili. Cause di errori sistemati-
ci possono essere quelle elencate nel seguito (ma la lista non € necessariamente
completa):

1. Difetti dello strumento, risalenti alla costruzione o conseguenti al suo de-
terioramento Ad esempio, in una bilancia con bracci di lunghezza diversa,
I'eguaglianza dei momenti applicati ai due bracci ed assicurata dall’equili-
brio del giogo non implica I'eguaglianza delle masse ad essi sospese: perche
una massa minore sospesa al braccio piti lungo fara equilibrio ad una massa
maggiore sospesa all'altro. (Questo errore si pud anche classificare nel tipo
6, cioé come errore di interpretazione del risultato).

Altro esempio & quello di un goniometezcentrico cioé con la croce cen-

trale o I'asse di rotazione in posizione diversa dal centro del cerchio recante
la graduazione. Cio puo dar luogo, per esempio, a misure di angoli acuti si-
stematicamente in difetto o in eccesso a seconda della posizione del centro
presunto rispetto agli asst 6 180° e 90 — 270° del goniometro.

Lo zero di una scala (ad esempio di un termometro) puo essere spostato
dalla posizione corretta di taratura, per cui tutte le letture saranno in difetto
o in eccesso in dipendenza dalla direzione dello spostamento. Oppure la
scala stessa dello strumento pud essere difettosa: cosi, se il capillare di un
termometro non ha sezione costante, anche se le posizioni corrispondenti a
due punti fissi come €C e 100°C sono esatte, le temperature risultano in
difetto in un tratto della scala ed in eccesso in un altro tratto.
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N

Uso dello strumento in condizioni errateioé diverse da quelle previste per

il suo uso corretto. Tale € I'uso di regoli, calibri e simili strumenti per misu-
rare lunghezze, o di recipienti tarati per la misura di volumi, a temperature
diverse da quella di taratura (generalmente fissata €p0nfatti la dila-
tazione termica fara si che lunghezza e volumi risultino alterati in difetto
0 in eccesso a seconda che si operi a temperatura superiore o inferiore. Si
pud naturalmente commettere un errore anche usando lo strument€a 20
quando cio che interessa in realta & conoscere il valore di una grandezza
dipendente dalla temperatura (la lunghezza di un oggetto, il volume di un
corpo, la resistenza elettrica di un filo o qualsiasi altra) ad una temperatura
diversa da 20C.

@

Errori di stima da parte dello sperimentatarain esempio di questo tipo

di errore si ha quando nello stimare una certa frazione di divisione di una
scala graduata lo sperimentatore tende a valutarla sempre in difetto o sempre
in eccesso; oppure, nel leggere la posizione di un indice mobile di fronte
ad una scala, lo sperimentatore puo tenere I'occhio sistematicamente alla
sinistra o alla destra del piano passante per I'indice ed ortogonale alla scala
(errore di parallassg

&

Perturbazioni esterneun esempio di errori di questo tipo € la presenza di
corpi estranei, come la polvere, interposti tra le ganasce di un calibro e
I'oggetto da misurare, il che porta a sovrastimarne lo spessore.

Un altro esempio & la misura della profondita del fondo marino o fluviale

con uno scandaglio (filo a piombo) in presenza di corrente, la quale fa de-
viare il filo dalla verticale e porta sempre a sovrastimare la profondita se il
fondo & orizzontale o quasi.

o

Perturbazione del fenomeno osservato da parte dell'operazione di misura
Tra gli errori di questo tipo si puo citare la misura dello spessore di un
oggetto con un calibro a cursore, o col piu sensibile calibro a vite micro-
metrica (Palmer); I'operazione richiede I'accostamento delle ganasce dello
strumento all'oggetto, ed in essa lo si comprime inevitabilmente con una
forza sia pur piccola, e se ne provoca percio una deformazione con leggera
riduzione dello spessore.

o

. Uso di formule errate o approssimate nelle misure indiretie esempio &
offerto dalla misura indiretta dell'accelerazione di gragtattenuta dalla
misura della lunghezza (cosiddetta ridotta) un apposito tipo di pendolo
(di Kater) e dalla misura del suo periodo di oscillazidheon la formula

4rel

9= 72
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ottenuta dalla nota espressione del periodo

Tozzrr\[

Ma questa formula vale solo al limite per oscillazioni di ampiezza infinite-
sima, mentre una formula che meglio approssima la relta &

I 02 2
T(O) = 2 E(HTG) =T (1+ Te)

la quale mostra come il periodo sia una funzione leggermente crescente
del’ampiezza massim@delle oscillazioni (qui espressa in radianti). L'uso
della formula di prima approssimazione per determirggoemporta dun-

que una sottostima, che diviene tanto pit sensibile quanto maggfre e

in quanto si usa in luogo dip la durataT di una oscillazione reale avente
ampiezza non nulla e percio sempre superiofg a

La medesima misura & affetta anche da un altro errore sistematico, originato
dal fatto che il pendolo non ruota oscillando attorno al filo orizzontale del
coltello di sospensione, ma compie un moto in cui il profilo del taglio del
coltello (che & approssimativamente un cilindro con raggio di curvatura mi-
nimo dell'ordine dei centesimi di millimetro) rotola sul piano di appoggio.

A causa dell'impossibilita di una perfetta realizzazione meccanica dell'ap-
parato, il fenomeno osservato & diverso da quello supposto che si intendeva
produrre, e la sua errata interpretazione comporta invece una sovrastima di
g. Infatti la formula del periodo, corretta per questo solo effetto, risulta

essere
r
T =Toy
0 a

(in cuir & il raggio di curvatura del filo del coltello el la distanza del
centro di massa dal punto di appoggio) €@ ileale & sempre inferioreTa.

Un modo per rivelare la presenza di errori sistematici insospettati puo essere
quello di misurare, se possibile, la stessa grandezza con strumenti e metodi diver-
si; questi presumibilmente sono affetti da errori diversi e possono fornire percio
risultati differenti. Tuttavia neppure I'assenza di questo effetto da la certezza che
la misura sia esente da errori sistematici, ed essi sono generalmente individuati da

2Riguardo a questo punto ed alcsessivo, per una discussione approfondita del moto del
pendolo si pud consultare: G. Bruhat - Cours décihique Physique - Ed. Masson, pagj1—
321.
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una attenta e minuziosa analisi critica sia dello strumento usato sia della procedura
seguita nella misura.

Una volta scoperto, un errore sistematico puo essere eliminato modificando lo
strumento o la procedura, oppure apportando una opportuna correzione al risul-
tato della misura (sebbene quasta correzione comporti generalmente un aumento
dell’errore casuale).

| primi cinque tipi elencati di possibili cause d’errore sistematico possono pro-
durre anche errori casuali: cosi, per il primo tipo, gli inevitabili giochi meccanici
e gli attriti tra parti dello strumento in moto relativo possono dar luogo a risul-
tati fluttuanti; per quanto riguarda il secondo tipo, condizioni ambientali variabi-

li e non del tutto controllabili (come temperatura e pressione) possono produrre
variazioni imprevedibili del risultato.

Lo sperimentatore non ha un comportamento fisso e costante nelle valutazioni
e nelle azioni compiute durante |'operazione di misura; come un esempio di que-
sto terzo tipo di errori si consideri 'imprevedibile variabilita del tempo di reazione
nell’awvio e nell’arresto di un cronometro a comando manuale.

Anche i disturbi esterni (quarto tipo), potendo essere di natura e intensita
variabile, produrranno errori di un segno determinato (sistematici), ma di entita
variabile ed imprevedibile, dunque in parte anche casuali.

Si aggiunga a cio che disturbi casuali possono essere presenti nello strumento
stesso per la costituzione corpuscolare della materia e per la natura fondamen-
talmente statistica di certe grandezze fisiche. Cosi I'equipaggio mobile, sospeso
ad un filo lungo e sottile, di una bilancia a torsione di estrema sensibilita, avra
posizioni fluttuanti attorno a quella di equilibrio: non solo a causa del bombarda-
mento incessante cui esso € sottoposto da parte delle molecole del gas circostante,
ma anche nel vuoto assoluto per I'agitazione termica dei suoi stessi costituenti.

Infine, anche le cause del quinto tipo possono dar luogo ad errori casuali se
il disturbo del fenomeno o dell’'oggetto prodotto dall'operazione di misura € di
entita variabile e non controllata.

Alle cause comuni con gli errori sistematici si deve qui aggiungerne una tipica
degli errori casuali, e consistente ndltaperfetta definizione della grandezzae
si intende misurare. Anche restando nell'ambito della fisica classica (e come ac-
cennato in relazione ai disturbi delle misure), certe grandezze, quali la pressione e
la temperatura, sono in realta legate a delle medie statistiche, come I'energia cine-
tica media molecolare; come tali esse hanno un'indeterminazione intrinseca, che
tuttavia non si manifesta nelle misure relative ad oggetti e fenomeni macroscopici
se non in casi eccezionali.

Ad un livello meno fondamentale, se si misura piu volte con un calibro il
diametro di un oggetto sferico pud avvenire che i risultati siano leggermente di-
versi; questo perche 'oggetto non pud essere perfettamente sferico, ed ogni suo
diametro ha una lunghezza generalmente diversa da quella di un altro.
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Per concludere, gli errori casuali:

Sono osservabili solo con uno strumento sufficientemente sensibile, cioé
quando sono di entita maggiore dell'incertezza di lettura della scala.

Possono essere ridotti; ad esempio affinando le caratteristiche dello stru-
mento, o controllando piu strettamente le condizioni del suo uso e dell'am-
biente, e precisando meglio la procedura di esecuzione della misura: ma cid
con difficolta crescente sempre pil con la precisior®) possono quindi

mai essere eliminati

Posseggono tuttavia certe regolarita statistiche, che studieremo nell’ambito
di una teoria matematica che verra affrontata nei prossimi capitoli; la loro
entita puo pertanto essesémata

Compito dellateoria dell’erroreé appunto quello di stimare I'errore presumi-
bilmente commesso nell’atto della misura, a partire dai dati sperimentali stessi.
Riassumendo:

Scopo della misura di una grandezza fisica é il valutare sia il rapporto
della grandezza stessa con una certa unita di misura, sia I'errore da
cui tale rapporto é presumibilmente affetto.

Il risultato delle misure dovra quindi sempre essere espresso in una forma del
tipo
| =1234+0.01m

in cui compaiano le tre partialore, errore ed unita di misura

2.5 Cifre significative ed arrotondamenti

Sempre per quanto riguarda il modo di esprimere il risultato di un insieme di
misure,e un errorespingere la valutazione del risultato al di la della precisione
sperimentale; in altre parole, se il calcolo dell'errore per la misura di una lun-
ghezzaindica incertezza sulla cifra ad esempio dei centimetri, & un errore dare nel
risultato la cifra dei millimetri, o (peggio) dei decimi e centesimi di millimetro.
Nei risultati intermedi possiamo tenere per i successivi calcoli tutte le cifre che
vogliamo; ma, giuntal risultato finalg e solo una volta che I'errore sia stato cal-
colato, bisogna troncare il risultato stesso al livello dell’errore da noi stimato ed
arrotondare. Cosi

1234567+ 0.231  diventa 13+0.2 [¢] 1234+0.23
12.34567+0.00789 diventa 134640.008 o 123457+ 0.0079
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2.6 Errore relativo

Una volta valutato I'errore presumibilx (errore assolutpdella misurac di
una grandezza fisioa il rapporto

Ax
£=—
Xo

(indicato invaloreod in percentualgprende il nome dérrore relativa

Lerrore relativo & importante perché esprime la bonta della misura di una
grandezza: e evidente come un errore assoluto di 1 cm assuma diverso significato
se riferito alla misura di un tavolo o di una distanza astronomica, ed € la diversita
degli errori relativi ad esprimere tale significato.

E’ opportuno tuttavia osservare che I'errore relativo € privo di senso quando il
valore vero della grandezza che si misura & nullo; pertanto si potra parlare di errore
relativo solo quando si possa escludere tale eventualita con pratica certezza, nel
caso cioé che sigiy>>Ax, ovvero chee sia di almeno un ordine di grandezza
minore dell'unita.

Capitolo 3

Elementi di teoria della
probabilita

Abbiamo gia notato come, per la ineliminabile presenza degli errori di misu-
ra, quello che otteniamo come risultato della stima del valore di una grandezza
fisica non sia praticamente mai il valore vero della grandezza stessa; inoltre, se
ripetiamo pil volte la misura, non otteniamo mai, in generale, nemmeno lo stesso
risultato.

Da questo si deduce che, sulla base di misure ripetute comunque effettuate,
non si potra mai affermare che un qualsiasi numero reale sia o non sia il valore
vero della grandezza stessa. E’ perd evidente che tutti gli infiniti numeri reali
non devono essere posti sullo stesso piano: alcuni di essi saranno piti verosimili
(intuitivamente i numeri vicini ai risultati delle nostre misure ripetute), altri (i pit
lontani) saranno meno verosimili.

Il problema della misura va dunque impostato in termini probabilistici, e po-
tremo dire di averlo risolto quando, a partire dai dati sperimentali, saremo in grado
di determinare un intervallo di valori avente una assegnata probabilita di contenere
il valore vero.

Prima di proseguire, introduciamo dunque alcuni elementi detiaa della
probabilita.

3.1 La probabilita: eventi e variabili casuali

Oggetto della teoria delle probabilita & lo studio di eveatsualio aleatori,
cioé eventi ripetibili (almeno in teoria) infinite volte, che possono manifestarsi in

17
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pitt modi, imprevedibili singolarmente, e che si escludono a vicenda I'un I'altro;
esempi tipici di eventi casuali sono il lancio di un dado o di una moneta, o I'e-
strazione di una carta da un mazzo. Come risultato del lancio della moneta o del
dado, questi cadranno e si ridurranno in quiete con una determinata faccia rivolta
verso l'alto; per la moneta le possibilita sono due, mentre per il dado sono sei.

Se si e in grado di fissare una legge di corrispondenza che permetta di associa-
re ad ogni modalit& di presentarsi dell’evento casuale, scelta nell'insiShae
tutti i possibili risultati, uno ed un solo numero real&), questo numero prende
il nome divariabile casualedefinita nell'insiemes. Le variabili casuali possono
assumere un numero finito od infinito di valori, possono essere discrete o conti-
nue; € da notare come, per la presenza degli errori, la misura di una grandezza
possa essere considerata come un evento casuale, ed il numero che otteniamo una
variabile casuale che associamo all'evento stesso.

3.2 La probabilita: definizioni

La definizione “classica” di probabilita e la seguente:
Si definisce come probabilita di un evento casuale il rapporto tra il nu-
mero di casi favorevoli al presentarsi dell’evento stesso ed il numero
totale di casi possibili, purche tutti i casi possibili siano ugualmente
probabili.

Se ne ricava immediatamente il seguente

Corollario: la probabilita di un evento casuale & un numero reale
compreso tra zero e uno, che assume il valore zero per gli eventi
impossibili ed uno per quelli certi.

La definizione “classica” sembra sufficiente a permetterci di calcolare le pro-
babilita di semplici eventi casuali che possano manifestarsi in un numero finito
di modalita equiprobabili (ad esempio per i giochi d'azzardo), ma € insoddisfa-
cente percheé racchiude in sé stessatantlogia si notaimmediatamente come,
per definire la probabilita, si presupponga che si sia gia in grado di valutare I'e-
quiprobabilita delle varie possibilita di manifestarsi dell'evento considerato. Nel
caso di una variabile casuale continua, cio si traduce nell'indeterminazione di qua-
le tra le variabili topologicamente equivalenti (legate da trasformazioni continue)
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relativa f(E) con cui un evento casualesi € presentato in un numero totdle

di casi reali come il rapporto tra il numerodi volte in cui I'evento si e effet-
tivamente prodottoffequenza assolujeed il numeroN delle prove effettuate;

la probabilita diE si definisce euristicamente come I'estensione del concetto di
frequenza relativa su un numero grandissimo di prove, cioé

PE) = Jm. 1(8) = i (§)

3.3 Proprieta della probabilita

La mancata realizzazione dell’'everii@ostituisce levento complementakg
i due eventiE ed E si escludono mutuamente, ed esauriscono l'insieme di tutti i
possibili risultati di una prova od esperimento elementare del tipo considerato.
La frequenza relativa d suN prove &

N-n n

HE) = = = 1-§ = 1-f(E)

da cui si ricava

p(E) = 1 p(E) o anche p(E)+p(E)=1

Generalizzando, s&,F,...,Z sono eventi casuathutuamente esclusieiche

esauriscond’insieme di tutti i possibili risultati, vale la
P(E)+p(F)+---+p(Z) =1

Il risultato di una prova o esperimento piti complesso pud essere costituito dal
verificarsi di due eventi simultanei in luogo di uno solo; come esempio, si conside-
riil lancio di una moneta e I'estrazione contemporanea di una carta da un mazzo.
SeE indica I'apparizione della testé& (allora sara I'apparizione della croce) Ed
I'estrazione di una carta ner& @i una carta rossa), esistono quattro eventi fon-
damentali non ulteriormente decomponibili e che si escludono vicendevolmente:
EF,EF,EF eEF.

Il simbolo EF indica qui I'evento compostprodotto logicodei due eventi
sempliciE edF, cioe il verificarsi sia dell'uno che dell'altro. Se ora, Nupro-
ve effettuate, la frequenza assoluta con cui i quattro eventi fondamentali si sono
verificati € quella indicata nella seguente tabella:

sia quella equiprobabile, cioe con probabilita per ogni intervallo proporzionale —
all'ampiezza dell'intervallo stesso. F|F
Si possono dare della probabilita definizioni piu soddisfacenti dal punto di vi-
sta logico, ad esempio la seguente (definiziempirica"): definiamo lérequenza E || na | N2
LAnche questa definizione (teorizzata da Von Mises) non & completamadishicente dal —
punto di vista concettuale, ma € tra le piti intuitive perché tra le piti vicine all'uso pratico. E || n21 | n22
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le rispettive frequenze relative saranno

1(EF) = 2 f(EF) = 2
1(EF) - 2 f(EF) = 22

Facendo uso della definizione empirica di probabilita si trova, conformemente
alle precedenti relazioni valide per eventi che si escludono:

E—EF+EF = (g) = ML
F=EF+EF N f(F) = "
da cui si ricavano le
p(E) = p(EF) + p(EF) e p(F) = p(EF) + p(EF)

e simili perE eF. Se ora si applica la definizione empirica all'evento complesso
E +F somma logicalegli eventi semplicE edF (che consiste cioé nel verificarsi
o di E o di F o di entrambi), si ottiene
Ni1+Ni2+N21
N -
N =
—f

f(E+F)

= f(E)+f(F)—f(EF)

da cui
P(E +F) = p(E) + p(F) - P(EF)

Nel caso particolare di due eveitied F che si escludano mutuamente (cioé
per cui siap(EF) = 0 eny; = 0) vale la cosiddettiegge della probabilita totate
p(E+F) = p(E) + p(F). Questa si generalizza poi per induzione completa al
caso di pitl eventi (sempre pemutuamente esclus)yper la cui somma logica la
probabilita € uguale alla somma delle probabilita degli eventi semplici:

P(E+F+---+2) = p(E) + p(F) +---+ p(2)

La probabilita che si verifichi I'event& nei casi in cui si sa gia che si &
verificato I'eventoF si indica con il simbolop(E|F) e si chiamaprobabilita
condizionatasi ricava per essa facilmente, usando la terminologia dell’esempio,

N1 N1 N f(EF)

f(EIF) = — = ——— = ——— 1
(EIF) M1+ N2y N mi+n2 f(F)

Vale quindi la
P(EF) = p(F)- p(E|F)

Nel caso particolare in cui risulp(E|F) = p(E), il verificarsi o meno del-
I'eventoF non modifica la probabilita chg ha di manifestarsi. In questo caso i
due eventi si diconstatisticamente indipendené per essi vale la seguente legge
(dellaprobabilita composta p(EF) = p(E)- p(F).

Questa si generalizza facilmente per un evento costituito dal verificarsi con-
temporaneo di piti di due eventi (sempre pstatisticamente indipendehtper il
quale vale la

P(EF---Z) = p(E) p(F)---p(2)

3.4 Definizione assiomatica di probabilita

Solo per completezza accenniamo qui alla cosiddifmizione assiomatica
della probabilita che &€ matematicamente consistente:

Sia S l'insieme di tutti i possibili risultati di una prova, el un
qualsiasi sottoinsieme & Si definisce “probabilita” dA un nume-

ro associato univocamente al sottoinsieme e che soddisfi le seguenti
proprieta:

1. p(A) > 0 per ogniA;

2.p9=1
3. p(A+B) = p(A) + p(B) per ogniA C SeB cC StalicheANB =
0.

Questa definizione, pur matematicamente consistente, non dice nulla su come
assegnare dei valori alla probabilita; tuttavia su tali valori si possono fare delle
ipotesi, verificabili analizzando gli eventi reali osservati.

3.5 Lalegge dei grandi numeri

Sempre per completezza, inseriamo un breve cenno alla cosiddetta legge dei
grandi numeri. Difetto della definizione empirica di probabilita, oltre a quello di
essere basata su di un esperimento, € quello di supporre una converggiig di
al crescere dN, verso un valore ben definito: valore che si assume poi come
probabilita dell'evento.

Qualora si prenda come definizione di probabilita quella assiomatica, & effet-
tivamente possibile dimostrare che, al crescere del numero di prove, la frequenza
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relativa di un evento casuale converge verso la probabilita dell’evento stesso. E’
tuttavia importantissimo sottolineare come questa leggedrandi numepinon
implichi una convergenza esatta nel senso dell'analisi: non implichi cioé che, scel-
to un qualunque numero positiep sia possibile determinare in conseguenza un
interoM tale che per ogriN > M risulti sicuramentéf (E) — p(E)| < €.

Si pensi in proposito alla chiara impossibilita di fissare un nurivetale che,
quando si lanci un dado pit ¥ volte, si siacerti di ottenere almeno un sei: al
crescere dM crescera lgrobabilita del verificarsi di questo evento, ma non si
potra mai raggiungere la certezza.

Nella legge dei grandi numeri la convergenza va intesa in setasisticq cio
che si pud dimostrare & che:

Dato un evento casuale avente probabilit®(E) di manifestarsi, e
che si presenti volte suN prove eseguite, quindi con frequenza rela-
tiva f(E) = x/N; in corrispondenza a qualunque coppia di numeri po-
sitivi €' ede"” scelti a piacere é possibile determinare in conseguenza
un numero interd/ tale che, per ogil > M, risulti

X
Pr(‘N - Pr(E)‘ > s’) <€
In altre parole, aumentando il numero di prove si puo rendere improbabile

quanto si vuole che la frequenza relativa e la probabilita di un evento differiscano
pit di una quantita prefissata.

Capitolo 4

Elaborazione dei dati

In questo capitolo si discute dell'organizzazione da dare ai dati sperimentali,
e su come si possano da essi ricavare quantita significative.

4.1 Istogrammi

Una volta che si disponga di piti misure della stessa grandezza fisica, & oppor-
tuno cercare di organizzarle in modo che il loro significato risulti a colpo d’occhio
evidente; la maniera piti consueta di rappresentare graficamente le misure € quella
di disporle in unistogramma

Essendovi corrispondenza biunivoca tra numeri reali e punti di una retta orien-
tata, ognuna delle nostre misure puo essere rappresentata da un punto su di essa;
l'istogramma € un particolare tipo di diagramma cartesiano in cui I'asse delle
ascisse € dedicato a tale rappresentazione. Tuttavia € facile vedere come non tutti
i valori della variabile siano permessi, perche gli strumenti forniscono per loro
natura un insieme discreto di valori, essendo limitati ad un numero finito di cifre
significative.

Conviene allora indicare sull'asse delle ascisse tutti i possibili valori che pos-
sono risultare dalla misura, cioeé punti separati da un intervallo che corrisponde
alla cifra significativa piti bassa dello strumento, o comunque alla pit piccola
differenza apprezzabile con esso se I'ultima cifra deve essere stimata dall'osser-
vatore (ad esempio il decimo di grado stimato ad occhio su un goniometro avente
la sensibilita del mezzo grado).

Nelle ordinate del diagramma si rappresenta la frequenza assoluta con la quale
i diversi valori si sono presentati; questo si fa associando ad ognuna delle misu-
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re un rettangolo avente area unitaria, che viene riportato con la base al di sopra
dell'intervallo appropriato ogni volta che uno dei possibili valori & stato ottenuto.
Nel caso consueto in cui I'asse delle ascisse venga diviso in intervalli aventi tutti
la stessa ampiezza, tutti questi rettangoli avranno ovviamente la stessa altezza.

15

10

178 179 180 181 182

Figura 4.1: Esempio di istogramma (100 misure ripetute della somma degli angoli
interni di un triangolo).

Se le frequenze assolute risultassero troppo piccole, pud essere opportuno rag-
gruppare le misure iglassi di frequenzaciascuna classe corrispondendo ad un
intervallo multiplo opportuno del pit piccolo rappresentabile discusso sopra.

Anziche costruire I'istogramma riportandovi un risultato per volta, si posso-

4.2. STIME DI TENDENZA CENTRALE 25

no contare prima le frequenze in ciascuna classe e disegnare sopra ognuno degli
intervalli un rettangolo avente altezza corrispondente alla frequenza ivi osservata.
L'area dell'istogramma sopra ad ogni intervallo & proporzionale alla frequenza as-
soluta con cui si & osservato un valore che cade entro di esso: uguale, se si assume
come unita di misura per le aree quella del rettangolo unitario; I'area totale sottesa
dall'istogramma é rispetto a tale unita pari al numero di osservakioni

Un'altra rappresentazione, che & poco usata ma vantaggiosa percheé non richie-
de la previa (e in qualche misura arbitraria) definizione delle classi di frequenza, &
quella dellafrequenza cumulativassoluta o relativa. Essa e definita per ogni va-
lore dell'ascissa dal numero (assoluto o relativo) di volte per cui il risultato della
misura € stato minore o uguale:asi tratta dunque di una funzione monotona non
decrescente con uno scalino pari rispettivamente ad 1/dNdrlcorrispondenza
ad ognuno degN valori osservati. Risulta inoltre

N (ass.)
0= F(-®) < F(X) < F(+w) =

1 (rel)

4.2 Stime di tendenza centrale

In presenza dN valori osservati di una grandezza fisica (che non siano tutti
coincidenti), si pone il problema di definire un algoritmo che fornisca la stima
migliore del valore vero della grandezza osservata; cioe di determinare quale, tra
le infinite funzioni dei dati, ha la maggiore probabilita di darci il valore vero.

Ora, se supponiamo di avere eliminato tutti gli errori sistematici, € intuitivo
come il valore di tale stima debba corrispondere ad una posizione centrale nel-
la distribuzione dei valori osservati; sappiamo infatti che gli errori casuali hanno
uguale probabilita di presentarsi in difetto ed in eccesso rispetto al valore vero e,
se il numero di misure e sufficientemente elevetaspettiamo (sulla base della
legge dei grandi numeri) che la distribuzione effettiva delle frequenze non si di-
scosti troppo da quella teorica delle probabilitd. Dunque ci si attende che i valori
osservati si distribuiscano simmetricamente rispetto al valore vero.

4.2.1 Lamoda

Nella statistica esistono varie stime della cosiddestaienza centraldi una
distribuzione; una di queste stime & il valore corrispondente al massimo della
frequenza, cioe il valore che si presenta il maggior numero di volte (ovvero la
media dei valorcontiguiche presentassero tutti la medesima massima frequenza):




26 CAPITOLO 4. ELABORAZIONE DEI DATI

08 -

06

04 -

178 179 180 181 182

Figura 4.2: Frequenza cumulativa relativa per le stesse misure della figura
precedente.
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tale stima (se esiste) si chiammdadella distribuzione, e si indica con il simbolo
X
In generale pero la distribuzione potrebbe non avere massimo oppure averne
pit d’'uno in intervalli non contigui (distribuzionhultimodal), anche se questo
non dovrebbe essere il caso per le distribuzioni di misure ripetute.

6 6
4; 4 -
2; 2 -
-16 0 16 -16 0 16
6 6
ol of
2; 2 -
0-1A6 6 16 0-1.6 0 16

Figura 4.3: Due distribuzioni unimodali (in alto), una bimodale (in basso a si-
nistra), una senza moda (in basso a destra); quest'ultima distribuzione simula il
campionamento a istanti casuali dell'elongazione di un pendolo.

Per questi motivi la moda non & di uso molto frequente, e non € opportuna in
questo contesto anche per ragioni che saranno esaminate pili avanti.
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4.2.2 Lamediana

Una stima di uso frequente nella statistica évadianadi una distribuzio-
ne,X; definita come quel valore che divide I'istogramma dei dati in due parti di
uguale area; in termini meno precisi, la mediana lascia un ugual numero di dati
alla propria sinistra ed alla propria destra. Usando questa definizione, per trovare
la mediana di un insieme di valori tutti distinti basta disporli in ordine crescen-
te e prendere il valore centrale (per un numero dispari di misure; si prende la
semisomma dei due valori centrali se le misure sono in numero pari).

Al contrario della moda, la mediana esiste sempre; nel diagramma della fre-
quenza cumulativa e definita dall'ascissa corrispondente all'ordinata del 50%.

Si pud dimostrare anche che la mediartacuel valore dk che rende minima
la somma dei valori assoluti degli scarti delle nostre misudax; cioe tale che

min (im —X\) = é\x" —%

4.2.3 La media aritmetica
La stima di gran lunga piti usata del centro di una distribuzionergedia
aritmeticadei valori osservatk, definita attraverso la

X= Xi

Mz

1
N\:

Proprieta matematiche della media aritmetica sono le seguenti:

Proprieta 1: La somma degli scarti di un insieme di valori dalla loro
media aritmetica é identicamente nulla.

Infatti dalla definizione risulta

N

= i)q — Nx°

= NX— Nx
0

Proprieta 2: La media aritmetica di un insieme di dati numeri-
Ci Xq,%2,...,Xn € quel valore dk rispetto al quale risulta minima la
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somma dei quadrati degli scarti datlecioé quel numero per il quale

é verificata la
min{ i(xl- —X)z} = i(x‘- -%?

Infatti abbiamo
N

ﬁlm—x)z = SR+ R

= i[(w =%+ (X= %)%+ 2(x — X)(X—X)]

: N
;(mfﬂ

N N
- Z(xi -%)? + Ex(xl X)? + 2(X—x)

— i(xﬁﬂz + N(x=x)2

N
Zl(x;fﬂz

v

4.2.4 Considerazioni complessive

Oltre le tre stime citate di tendenza centrale ne esistono altre, di uso pero
limitato a casi particolaririedia geometrica, media armonjoa che non hanno
frequente uso né nella statistica né nella fisica, o derivate da altri valori medi
(radice quadratica media

Se la distribuzione dei dati non € troppo irregolare, le tre stime citate di ten-
denza centrale non sono molto lontane; esiste una relazione empirica che le lega e
che e valida per distribuzioni non troppo asimmetriche:

X=X ~ 3(X—X)
cioé la differenza tra media aritmetica e moda € circa il triplo della differenza tra
media aritmetica e mediana.

La scelta dell'uso dell'una o dell'altra stima statistica per determinare la ten-
denza centrale della distribuzione di un insieme di misure ripetute andra decisa
sulla base delle proprieta della stima stessa; piti precisamente sulla base dello stu-
dio di come si distribuiscono varie stime che si riferiscarzaenpionianaloghi,
cioé ad insiemi di misure della stessa grandezza fisica, presumibilmente affetti
dallo stesso errore (eseguiti insomma in condizioni analoghe) e composti da uno
stesso numero di dati.
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0.4
Moda: 1.006
Mediana: 1.694

Media 1.995

03

0.2

01

Figura 4.4: Le tre stime di tendenza centrale in una particolare distribuzione.
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La stima di tendenza centrale che & di uso generale per le misure ripetute &
la media aritmeticai motivi sono svariati e sostanzialmente legati alle proprieta
statistiche della media stessa; di essi ci occuperemo ancora piu avanti.

A questo punto possiamo gia comunque verificare (anche se in maiera

rigorosa) che la media aritmetica di piti misure ha

un errore inferiore a quello

delle misure stesse; indichiamo cehil valore vero della grandezza e conx;
(i=1,2,...,N)leN determinazioni sperimentali di I'errore assoluto commesso

in ognuna delle misurg sara dato da; = x; — x*. L'eri
aritmetica € allora dato da

N
g = f—x*:% X — X
2
lN
= g2 6=x)
Ni:
1N
=N &

rore assoluto della media

Se gli errori sono solo casuali, saranno ugualmente probabili in difetto e in
eccesso rispetto al valore vero; e se le misure sono numercgdeagiderano ad

eliminarsi a vicenda nella sommatoria, che inoltre
1/N.

& moltiplicata per un fattore

4.2.6 La media aritmetica espressa tramite le frequenze

Sianox;, coni = 1,...,N, gli N valori del campione di cui vogliamo calcolare

la media aritmetica; supponiamo che qualcuno dei

valori ottenutipgéuto, ad

esempio che il valorg; si sia presentato; volte, x; si sia presentatn, volte e

cosi via: la media aritmetica si puo calcolare come

< NiXg + MpXp + - -
N

(N=

NN+

Indichiamo corxj (j = 1,2,...,M) gli M valori distinti dix presenti nel cam-
pione;n; e la frequenza assoluta con cui abbiamo ottenuto il valpreel corso
delle nostre misure, ed il rapportg/N € la frequenza relativé; dello stesso

evento: allora possiamo scrivere

=
=

X njx My
= iXi = Y X
+ N

=

= fixj
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Formule in cui si sommano valori numerici (qui gii) moltiplicati ciascuno
per un fattore specificof() vanno sotto il nome generico érmule di media
pesata ogni valore distinto dagli altri contribuisce infatti al risultato finale con un
pesorelativo dato dal numeré;.

E’ bene osservare che si possono definire infinite medie pesate dei valori nu-
merici xj, corrispondenti alle differenti maniere di attribuire ad ognuno di essi
un peso; ed anche che, generalmente, con il nome di “media pesata” ci si riferi-
sce a quella formula che permette di calcolare la migliore stima del valor vero di
una grandezza fisica sulla base di piu misure aventi differente precisione (e che
incontreremo nel paragrafo 8.1), e non alla formula precedente.

Fin qui la formula si presenta solo come un artificio per calcolare la media
aritmetica di un insieme di valori risparmiando alcune operazioni; ma pensiamo
di far tendere all'infinito il numero di misure effettuate: allora, come sappiamo,
la frequenza relativa con cui ogni valore si & presentato tende stocasticamente alla
probabilita rispettiva e, in definitiva, la media aritmetica delle misure tende ad un
limite determinato:

Jlim x= % pixi

In definitiva, se siamo in grado di assegnare in qualche modo una probabilita
al presentarsi di ognuno dei possibili valori di una misura, siamo anche in grado di
calcolare il valore assunto dalla media aritmetica di quei valori nel limite di infinite
misure effettuate. Di questa formula ci serviremo pil avanti, una volta ricavata
appunto (sotto opportune ipotesi) la probabilita di ottenere un certo risultato dalle
misure di una grandezza fisica.

4.3 Stime di dispersione

La stima della tendenza centrale di un insieme di misure si intuisce legata
al valore vero della grandezza misurata; cosi all'errore commesso nelle misu-
re si intuisce legata un’altra caratteristica della distribuzionelidpersione la
valutazione cioé della larghezza dell'intervalloxnin cui le misure stesse sono
distribuite.

4.3.1 Semidispersione massima e quantili

La piu grossolana delle stime statistiche di dispersione si effettua trovando il
massimo ed il minimo valore osservato: damidispersione massingadefinita
come la semidifferenza tra questi due valori,

Xmax— Xmin
2
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Essa ha il difetto di ignorare la maggior parte dei dati e particolarmente quelli,
generalmente preponderanti, prossimi al centro della distribuzione; inoltre nor-
malmente aumenta all’aumentare del numero di misure, invece di tendere ad un
valore determinato.

Grandezze frequentemente usate per caratterizzare una distribuzione nella sta-
tistica (non nella fisica) sono i quartili, i decili ed i percentili (collettivamente
quantili), indicati conQ; (i = 1,2,3); Dj (i = 1,...,9); eR (i = 1,...,99) rispetti-
vamente. Essi sono definiti (analogamente alla mediana) come quei valosi della
che dividono la distribuzione rispettivamente in 4, 10 e 100 parti di uguale area.

Ovviamente vale la

Q2 =Ds =Py =X

Come stima della dispersione di una distribuzione € usato dagli statistieirVallo
semiinterquartilico Q= (Qs — Q1)/2, come pure la differenZ&o — Pyo tra il no-
vantesimo ed il decimo percentile; tali intervalli esistono sempre, ma non sono
padroneggiabili agevolmente negli sviluppi teorici.

4.3.2 Deviazione media assoluta

Altra stima di dispersione € leviazione media assolytdefinita come
Fa S TR
P
oppure, meno frequentemente, come

1 N
RO

ma anch’essa non é facile a trattare a ragione della operazione non lineare costi-
tuita dal valore assoluto.

4.3.3 Varianza e deviazione standard

La piu importante (e piu usata), non solo in fisica, stima di dispersione ¢ la
deviazione standartbppurescartoo deviazione quadratica medialefinita come
la radice quadrata dellarianza $:

213 x_%?
=3 2,069

Per distribuzioni non troppo asimmetriche la deviazione media assoluta € circa
i ‘—_,: della deviazione standard, e I'intervallo semiinterquartilico e ciréad'ella
stessa.
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Per calcolare lo scarto quadratico medio di un campione senza l'aiuto di un
calcolatore appositamente programmato, puo risultare utile sfruttare la sua se-
guente proprieta:

NS = i(x—)@z
- 5 eo2m)

N
Xi

N
2
= ><4+N>?2—2x
2

N

2 2

= X2 + Nx& — 2NX
2

N
= zle— Nx?

da cui la formula

e lge g
N\;

che permette un calcolo pit agevolestliaccumulando successivamente i quadrati
dei valori osservati anziche quelli dei loro scarti dalla media.

4.4 Giustificazione della media

Stabiliamo quindi per convenzione che il nostro metodo per misurare la di-
spersione di un campione di dati € quello del calcolo della deviazione standard;
accettiamo anche clie qualche modajuesto numero sia legato all'errore presu-
mibilmente commesso nel corso delle misure. Una definizione piu precisa di cid
che si intende con le parole “errore commesso”, ovverosia I'interpretazione pro-
babilistica dello scarto quadratico medio nei riguardi delle misure ripetute, verra
data piu avanti.

Comunque, una volta assunto questo, possiamo approfondire il discorso gia
cominciato sulla media aritmetica come stima del centro della distribuzione e
quindi del valor vero di una grandezza, nel caso di misure ripetute ed in assen-
za di errori sistematici. E’ infatti possibile provarehe la media aritmetica & la

1La dimostrazione risale a Gauss se ci si limita alle sole operazioni lineari sui dati, e solo ad
anni recenti per un qualsiasi algoritmo operante su di essi; vedopogito I'appendice G.
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stima del valore vero affetdal minimo errorecasuale, cioe avente la pit piccola
deviazione standard.

Riferendosi a quanto prima accennato, cio significa che le medie aritmetiche
di molti campioni analoghi dN misure avranno un istogramma pit stretto delle
mode, delle mediane e di qualsiasi altra misura di tendenza centrale desumibile
dagli stessi campioni; la larghezza di tale istogramma (misurata, come abbiamo
assunto, dal suo scarto quadratico medio) sara messa in relazione con lo scarto
quadratico medio delle misure da un teorema di cui ci occuperemo nel seguito.
Da esso discendera anche che I'errore statistico della media aritmetica converge a
zero al crescere indefinito del numero di dsti

Per concludere:

1. Disponendo di piti misure ripetute della stessa grandezza fisica,
si assume come migliore stima del valore vero della stessa la
loro media aritmetica.

N

. Questa stima e piu precisa di quanto non lo siano le singole mi-
sure, ed é tanto pit attendibile quanto maggiore e il numero delle
stesse.

w

. Come valutazione dell'errore commesso nelle singole misure si
assume il loro scarto quadratico medio; o meglio, per motivi che
verranno chiariti in seguito, la quantfta

2 a differenza tra questa formula e quella prima citata non & praticamente avvertiliifecse
& troppo piccolo.
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Capitolo 5

Variabili casuali unidimensionali

Gia sappiamo che, a causa degli errori, la misura di una grandezza fisica puo
essere considerata un evento casuale, e che il numero reale da noi ottenuto in con-
seguenza della misura stessa puo essere considerato una variabile casuale definita
sull'intero insieme dei possibili risultati.

Un insieme finito di operazioni di misura, i cui risultati costituiscono quello
che in linguaggio statistico si di@ampionesi pud pensare come un particolare
sottoinsieme formato da membri estratti a caso dall'insieme di tutte le infinite
possibili operazioni di misura della stessa grandezza fisica, eseguite col medesimo
strumento e le medesime procedure.

Quest'ultimo insieme nella terminologia statistica si direversoo popola-
zione ed é in effetti una finzione (si pensi all’'universo di tutti i possibili lanci di
un dado nella teoria dei giochi d’azzardo), nel senso che in realta esso non & pre-
esistente alle operazioni effettivamente eseguite, a differenza dell'insieme di tutti
gli individui di una vera popolazione dalla quale si estrae realmente un campione
in una ricerca demografica. Sebbene sia una finzione, questo concetto € tuttavia
utile per applicare il calcolo delle probabilita alle caratteristiche di un campione.

In questo capitolo esamineremo il comportamento delle variabili casuali in
generale, ed in particolare quello dei risultati delle misure; il tutto con lo scopo
di mettere in evidenza i rapporti tra grandezze che si riferiscano ad un campione
limitato e grandezze analoghe che siano invece riferite all'intera popolazione.

37
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5.1 Generalita

Riprendiamo ora il concetto di variabile casuale gia introdotto in precedenza
nel paragrafo 3.1, e consideriamo alcuni esempi: se si associa ad ogni faccia di
un dado un numero compreso tra 1 e 6 (il punteggio inciso sulla faccia stessa), si
definisce una variabile casuale discreta; se I'evento casuale consiste nel lancio di
due monete, indicando c@nl'apparizione della testa nel lancio della prima e con
F l'apparizione della testa nel lancio della seconda, il numero di teste osservate
nell'evento & ancora una variabile casuale discreta, la cui definizione e data dalla
tabella seguente:

Evento
EF

X
2
1
1
0

m m m
T

Come si puo notare, la corrispondenza tra variabile casuale ed insieme dei
possibili eventi non € in questo caso biunivoca.

Se l'insieme di definizion& e continuo, la variabile casuak¢E) puo essere
continua; e questo il caso piu frequente nella fisica, ad esempio per le misure:
ma anche in tal caso, a causa della sensibilita limitata degli strumenti, I'intervallo
continuo di definizione della variabileviene suddiviso in un numero finitd di
intervalli, che vengono rappresentati dai valori cenatiella variabile casuale.

Dettav; la frequenza assoluta con cui si & presentato il risultatoelle N

prove complessive, sara
M

JZl\;J:N

(potendo alcune frequenzg risultare nulle perche i corrispondenti valafinon
sono stati osservati nelle prove). Indicata con

fj=Y

N

la frequenza relativa del valorg nelleN prove, dalla prima relazione segue

=
=
=

fj =
1

vj=1
1

zl=<
Zl-

] 1 Il

esaurendo g valori x; tutti i possibili risultati della misura.
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Se il numero delle prov&l & molto grande e viene fatto crescere a piacere,
ciascunaf; tende statisticamente al valopg (probabilita di osservare il valore
Xj), € sara ancora ovviamente

M
zl pj=1
=

5.2 Valor medio e valor vero

Come sappiamo, il valore medio della variabidesull'intera popolazione &
dato dalla formula che abbiamo incontrato nel paragrafo 4.2.6; indicheremo nel
testo questo valor medio (cosi come altri anch’essi riferiti all'intera popolazione)
col simboloE(x).

Si puo ora meglio precisare la distinzione fra errori casuali ed errori sistema-
tici: i primi, visto che possono verificarsi con uguale probabilita in difetto ed in
eccesso rispetto al valor vero, avranno valor medio nullo; mentre errori sistematici
causeranno invece per definizione una differenza tra il valor medio della misura
E(x) ed il valor vero.

In assenza di errori sistematici assumiamo allora che valor medio e valor vero
coincidano: ammettiamo insomma (lo proveremo pitl avanti per la distribuzione
normale) che in tal cas(x) sia uguale &*; potremo in definitiva scrivere

_ 1) 1M
X= = m:—Zvixi:
NZE TN

M
lim x = Y pjxj = E(x)
LESH

E(x) =x"

Consideriamo due variabili casualiey, ed una loro qualsiasi combinazione
linearez = ax-+ by. vogliamo dimostrare ora che il valor medio della nuova va-
riabilez e dato dalla combinazione lineare dei rispettivi valori medi eidiy con
gli stessi coefficienta e b; la dimostrazione si potra poi facilmente estendere, per
induzione completa, alla combinazione lineare di un numero qualsiasi di variabili.

Indichiamo corx; i possibili valori per la prima variabile, e cop quelli per
la seconda; indichiamo poi cqpy e g le probabilita di ottenere un determinato
valore rispettivamente per lae per lay.

Chiamiamo poPj la probabilita che simultaneamente si abbia xj edy =
Yi; un particolare valore per bapotra essere associato ad uno qualsiasi dei diversi
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valori dellay, che sono tra loro mutuamente esclusivi: in definitiva, per la legge
della probabilita totale, risultera

pi =3 Pi e =7 ;Pik
Per il valor medio dizavremo poi

E(axtby) = 3, Px(ax+by)
= zikﬁF’lkXJ + zjka’lkYk

= ay (TP + BT (T Pi)
= aypiX + by,
= aE(x)+bE(y)

Una importante conseguenza puo subito essere da qui ricavata per la media
aritmeticax di un campione dN misure: essa infatti si puo considerare come una
particolare combinazione lineare delle misure stesse, con coefficienti tutti uguali
tra loro e pari ad AN.

Prendendo dalla popolazione un differente campiori¢ nhiisure, la loro me-
dia aritmeticac'sara anch’essa in generale diversa: quale sara il valor medio delle
variex su un numero molto elevato di campioniNimisure estratti a caso dalla
popolazione, al limite su tutti i campioni aventi la stessa dimensione Nissze
dalla popolazione e possibile ricavare?

ol

Cioé

Il valor medio delle medie aritmetiche dei campioni di dimensio-
ne finitaN estratti da una popolazione, coincide con il valor medio
dell’intera popolazione
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5.3 Scarto ed errore quadratico medio
La varianzas? di un campione dN misure si pud esprimere come
¢=1ymon2
N I;

Osserviamo che (per qualsiasi numgr@ quindi anche per I'incognito valor
vero) vale la seguente relazione matematica:

%é(xa—x’)zz %i[(xi—in(ximf

z

-: [.f (= + 5 (0 Z(YfX‘)i(Nfi)]

(si & sfruttata qui la proprieta della somma algebrica degli scarti delle misure dalla
loro media aritmetica di essere identicamente nulla; vedi anche la formula analoga
gia ricavata a pagina 29 nel paragrafo 4.2.3).

Cerchiamo ora di capire come le variargedei campioni di dimensioni!
siano legate all'analoga grandezzadefinita sull'intera popolazione, e calcolata
rispetto al valor medio di essB(x) = x":

00

o2 = E{(x—x*)z} “imis (% —x)?
N N I;
Sfruttando la relazione trovata in precedenza si ha
-y i(» X (T X
i=
e prendendo i valori medi di entrambi i membri (sugli infiniti campioni di di-

mensioneN che si possono pensare estratti in modo casuale dalla popolazione
originaria), otteniamo

E(&) =o?-E{(*-x)?}

Ricordando come il valor medio del quadrato degli scarti di una variabile (qui
X) dal suo valore medio (che B(X) = x*) sia per definizione la varianza della
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variabile stessa (indicata qui dal quadrato dell’errore quadratico nwsglicsi

ricava infine:
E() =0®~0of < 0°
Insomma:

o Il valor medio della varianze? di un campione é sistematica-
mente inferiore all'analoga grandeza che si riferisce all'in-
tera popolazione.

o La differenza tra la varianza della popolaziatee la varianza
di un campione dN misure da essa estrattaremedia pari alla
varianza della media del campione.

5.4 La varianza delle combinazioni lineari

Dimostriamo un teorema generale che riguarda la varianza di una combina-
zione lineare di pit variabili casuali, che supporremo patgdisticamente indi-
pendenti Dettex edy due variabili che godano di tale proprieta, sappiamo che
la probabilitaPj, che contemporaneamente sia x; ey = yi € data dal prodotto
delle probabilita rispettiv;j e gi.

Per semplificare i calcoli dimostriamo questo teorema dapprima nel caso parti-
colare di due popolazioniey che abbiano medie, cioé valori venijlli; estende-
remo poi il risultato a due variabili sempre statisticamente indipendenti ma aventi
un qualunque valor medio. Cio premesso, la combinazione lineare

z=ax+ by
ha anch’essa media zero: infatti &
E(z) = E(ax+by) = aE(x)+bE(y) = 0
Risulta allora
%3 =E{z- E@P}
=E(?)
—E {(ax+ by)z}
=Y P (@x+ by
=3 i Pitk (2% 4 bPyi® + 2abx; yi)
= azqusz pjsz + bzzl Pj quKYkz + 2asz PiXj quKYk
=0l Y, G+ b0 3 pj + 2abE(E(y)
=alo,? + b%0,?
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Allo scopo di estendere la validita di quanto appena dimostrato a due variabili
casualix ey aventi medie anche differenti da zero, dimostriamo ora il seguente

Teorema: Due variabili casuali che differiscano per un fattore co-
stante hanno la stessa varianza.

Infatti, se le due variabili casuatie § soddisfano questa ipotesi, allora deve
risultare:

& = x+K
E() = EMX+K
of = E{E-EQ}

Ora, date due variabili casualie y qualsiasi, ed una loro generica combina-
zione lineare = ax-+ by, basta definire altre due variabili casuali ausiliarie

E=x—E(Y) ed n=y-E(y
(che ovviamente soddisfano I'ipotesi di avere media zero): pertanto la loro combi-
nazione linearé = a& -+ bn (che differisce anch’essa daper un fattore costante)
sara tale che
0,2 = a0¢? + b0y
Ma per quanto dettos e & hanno la stessa varianza; cg®dn, eze . Ne
consegue come pejualsiasicoppia di variabili casuali (purché statisticamente
indipendenti) valga la seguente regola:

Una combinazione lineare, a coefficienti costanti, di variabili casua-
li statisticamente indipendenti ha varianza uguale alla combinazione
lineare delle rispettive varianze, con coefficienti pari ai quadrati dei
coefficienti rispettivt.

E’ owvio poi estendere (per induzione completa) questo risultato alla com-
binazione lineare di un numero finito qualsivoglia di variabili casuali tra loro
indipendenti: se

F =ax+by+cz+---
allora
or? = a%0,2 + b%0,2 + 202 + -

1Una formula pit generale che si puo applicare a variabili casuali qualunque verra dimostrata
nell'appendice B.
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5.5 VLerrore della media

Torniamo ora ad occuparci dello studio delle proprieta statistiche della media
aritmetica di un campione &N misure

~ 1N
X==
N \le‘
e cerchiamo in particolare di determinarne la varianza. Applicando il teorema
appena dimostrato, risulta

1N
o = Wzlo"‘z
=
1 2
= W'NGX
L5
N
In definitiva abbiamo dimostrato che

o Le medie aritmetiche di campioni 8§ misure hanno varianza
pari alla varianza della popolazione da cui le misure provengo-
no, divisa per la dimensione dei campioni.

e L'errore quadratico medio della media di un campione é mino-
re dell'analogo errore delle singole misure, e tende a zero al
crescere del numero di misure effettuato.

5.6 Stima dell’errore quadratico medio

Vediamo ora come si pud stimare la varianza dell'insieme delle infinite mi-
sure che possono essere fatte di una grandezza fisica a partire da un particolare
campione dN misure. Abbiamo gia dimostrato che

E() = 0’ — of

e sappiamo ora che la varianza della media del campione é data dalla

2
2_ 0
ox° = N
Risulta pertanto
E(&) = NT’loz

e quindi
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Mediamentela varianza di un campione b misure é inferiore alla
varianza della intera popolazione per un fatidte- 1) /N.

Questo € il motivo per cui, per avere una stimadiamentecorretta dio, si
usa (come gia anticipato) la quantjtaefinita attraverso la

N 2
N 2,(6=%)
2= 25
N-1 N-1

quantita la cui media su infiniti campioni risulta propa®@

5.7 Ancora sull’errore quadratico medio

Diamo qui un’altra dimostrazione del teorema riguardante la stima corretta
dell’'errore quadratico medio di una popolazione a partire da un campione, se-
guendo una linea diversa e piu vicina alle verifiche sperimentali che si possono
fare avendo a disposizione numerosi dati.

Si supponga di averl® campioni contrassegnati dall'indige(con j che as-
sume i valori 1...,M); ciascuno di essi sia poi costituito damisure ripetute
della stessa grandezzacontrassegnate a loro volta dall’indicé = 1,...,N): il
valore osservato nella misurgsima del campiongesimo sia indicato insomma
dal simbolox;.

Indicando corx* il valore vero dix, e conx; la media aritmetica del campione
j-esimo, vale la

2 — — 2
Oaj=x)" = [(6 =) + (% —x)]
_\2 _ 2 _ _
= (6 =%)" + (K =x)" + 2(X = x') (xj — X))
Ora sommiamo sututte leN uguaglianze che si hanno per i valori dell'indice

i=1,2,...,N e dividiamo peN; se indichiamo cosﬁ la varianza del campione
j-esimo, data da

1Y —\2
s?= Ni;(xu -X))

otteniamo alla fine

(=)’ =57+ @)+ 2 6-x) 3 (%)

Mz

1
N;
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L'ultima sommatoria a destra & la somma algebrica degli scarti delle misure
del campiongj-esimo dalla loro media aritmetioq Che sappiamo essere identi-
camente nulla. Dunque, per oginvale la

1N "2 - 2
NEL(X"J’X) =5+ (% -x)
e

e se sommiamo membro a membro tuttdlleiguaglianze che abbiamo ppe=
1,2,...,M e dividiamo pe, risulta

1M N 1M 1Mo
M l; N[;(x\i -x)? = M ZSJZ + MJ;(XJ -x)?

Ora supponiamo di avere a disposizione moltissimi campioni e passiamo al
limite perM — . 1l primo membro (che rappresenta il valor medio, su tutti i
dati e tutti gli infiniti campioni, del quadrato degli scarti dal valeggo) converge
stocasticamente alla varianza della variabile casyalsecondo termine a destra
(valor medio, su tutti gli infiniti campioni, del quadrato degli scarti della media
aritmetica del campione dal proprio valor vero) converge alla varianza delle medie
dei campioni diN misureos?.

Il primo termine a destra ¢ il valor medio della varianza dei campiom di
misure e, sostituendo, infine si trova

1 2
m, w2 05 =)

2

[} li
Moo
oM, M 2
= | = " | il Xt
MIanMJ;S’ +M|TWMI;(XJ x')
= E(&) + of

Ora, avendo gia dimostrato che

si ricava facilmente 5
[}

o =E(?) + N
ovvero N_1

E($) = ——0?

)=
che ¢ il risultato gia ottenuto.
Si noti che mentre molti teoremi della statistica sono validi stsntotica-

mente cioé per campioni numerosi o per un numero molto grande di variabili,
questo teorema vale per odwi(> 2).

Capitolo 6

La legge di Gauss

Vogliamo ora investigare sulla distribuzione dei risultati di misure ripetute,
nell'ipotesi che esse siano affette da errori esclusivamente casuali.

Le definizioni di probabilita che conosciamo sono adatte solo per una variabile
che possa assumere un numero finito di valori discreti; vediamo innanzi tutto come
il concetto di probabilita si possa generalizzare a variabili continue, variabili che
possono cioé assumere tutti gli infiniti valori appartenenti ad un insieme continuo:
tali siammette generalmente siano i risultati delle misure delle grandezze fisiche,
per poter applicare ad essi il calcolo differenziale ed integrale.

6.1 La densita di probabilita

Definiamo arbitrariamente delle classi di frequenza, suddividendo I'asse delle
xin intervalli di ampiezze uguali qualunque, ed immaginiamo di fare un certo nu-
meroN di misure della grandezza fisigaCome sappiamo, possiamo riportare le
misure ottenute in istogramma tracciando, al di sopra dell'intervallo che rappre-
senta ogni classe, un rettangolo avente area uguale alla frequenza relativa con cui
una misura cade in essa; I'altezza dell'istogramma in ogni intervallo & data quin-
di da tale frequenza divisa per 'ampiezza dell'intervallo di base, e I'area totale
dell'istogramma stesso vale 1.

Se immaginiamo di far tendere all'infinito il numero di misure effettuate, in
base alla legge dei grandi numeri ci aspettiamo un aggiustamento dell'istogramma
in modo che I'area rappresentata sopra ogni intervallo tendgwitsbilita che
il valore misurato cada entro di esso; le altezze tenderanno quindi al rapporto tra
questa probabilita e 'ampiezza dell'intervallo di base dell'istogramma.
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Frequenze relative
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Figura 6.1: Nella prima figura, I'istogramma della grandexzzzer un numero
piccolo di misure; nella seconda, lo stesso istogramma per un numero molto gran-
de di misure; nell'ultima, Iistogramma si approssima alla curva limite quando
I'intervallo di base tende a zero.
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Disponendo di un numero infinitamente grande di misure, ha senso diminuire
I'ampiezza degli intervalli in cui I'asse dellee stato diviso, e renderla piccola
a piacere. Se l'intervallo corrispondente ad una data classe di frequenza tende a
zero, la probabilita che una misura cada in esso tende ugualmente a zero; ma se
esiste ed é finito il limite del rapporto tra probabilita ed ampiezza dell'intervallo,
l'istogramma tendera ad una curva continua la cui ordinata sara in ogni punto data
da tale limite.

L'ordinata di questa curva al di sopra di un intervallo infinitesichovale
quindi p

P
y=f(¥ =g

Le dimensioni della grandezaasono quelle di una probabilita (un nume-
ro puro) divise per quelle della grandezzala y prende il nome diensita di
probabilita, o difunzione di frequenzalellax.

La variabile continua schematizza il caso in cuii valori osservabili (discreti per
la sensibilita limitata degli strumenti) sono molto densi, separati cioe da intervalli
molto piccoli, e assai numerosi. In questa situazione la probabilita di osservare
uno solo di tali valori € anch’essa molto piccola, ed ha interesse soltanto la proba-
bilita di osservare uno tra i numerosi valori detiehe cadano in un dato intervallo
[x1,%z] di ampiezza grande rispetto alla risoluzione sperimentale.

Se dividiamo tale intervallo in un numero molto grande di sottointervalli infi-
nitesimidx, gli eventi casuali consistenti nell'appartenere il risultato della misura
ad una delle classi di frequenza relative sono mutuamente esclusivi; di conseguen-
za, la probabilita che appartenga all'intervallo finitfxi, o] € data dalla somma
delle probabilita (infinitesime) rispettivitp = f(x) dx e questa, per definizione,

e l'integrale dif (x) dx nell'intervallo[x1, xo].

Insomma, qualunque sia l'intervalber, x| vale la

Pr(x e [x1,%a]) :/xx; f(x)dx

In definitiva:

Per le variabili continue non si puo parlare di probabilita attraverso
le definizioni gia esaminate. E’ invece possibile associare ad ogni
variabile continua una funzione “densita di probabilitd(x), da cui

si puod dedurre la probabilita che ¥acada in un qualsiasi intervallo
prefissato: questa e data semplicemente dall’area sottesa dalla curva
nell'intervallo in questione.

Analogamente al concetto sperimentale di frequenza cumulativa relativa, in-
trodotto a pagina 25 nel paragrafo 4.1, si puo definifefezione di distribuzione
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per una variabile continuacome
X
Fo)= [ fdy

Essa rappresenta la probabilita di osservare un valore non superigreead
dovra necessariamente soddisfarg (a-«) = 1. Quindi:

L'integrale di una qualunque funzione che rappresenti una densita di
probabilita nell'intervalld—co, +oo] vale 1:

[:mf(x)dx: 1

6.2 La funzione di Gauss

Dall’esame di molte distribuzioni sperimentali di valori ottenuti in misure ri-
petute in condizioni omogenee, si possono astrarre due proprieta generali degli
errori casuali:

e La probabilita di ottenere un certo scarto dal valor vero deve
essere funzione del modulo di tale scarto e non del suo segno, se
valoriin difetto ed in eccesso rispetto a quello vero si presentano
con uguale probabilita; in definitiva la distribuzione degli scarti
deve essergimmetrica rispetto allo zero

La probabilita di ottenere un certo scarto dal valor vero (in mo-
dulo) deve essemecrescentel crescere di tale scartdendere

a zeroquando esso tende all'infinito; questo perché deve es-
sere pitl probabile commettere errori piccoli che errori grandi,
ed infinitamente improbabile commettere errori infinitamente
grandi.

A queste due ipotesi sulla distribuzione delle misure affette da errori puramen-
te casuali se ne puo aggiungere una terza, validéuptere distribuzioni di pro-
babilita; la cosiddettaondizione di normalizzazionei cui abbiamo gia parlato
prima:

e L'area compresa tra la curva e I'asse delle ascisse«da o
deve valere 1.

Da queste tre ipotesi e dal principio della media aritmetica, Gauss dimostro
in modo euristico che la distribuzione degli scartielle misure affette da errori
casuali e data dalla funzione
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che da lui prese il nomduynzione di Gauss legge normaleli distribuzione degli
errori).

Si deve originalmente a Laplace una prova piul rigorosa ed indipendente dal-
I'assunto della media aritmetica; una versione semplificata di questa dimostrazio-
ne & data nell'appendice E.

La funzione di Gauss ha una caratteristica forma a campana, simmetrica ri-
spetto az = 0 e decrescente tendendo a 0 pehe tende ato, cosi come ri-
chiesto dalle ipotesi di partenza; essa dipende da un parametre prende il
nome dimodulo di precisionelella misura: infatti quandb e piccolo la funzione
& sensibilmente diversa da zero in una zona estesa dell'asse delle ascisse; men-
tre al crescere di tale intervallo diminuisce e la curva si stringe sull’asse delle
ordinate.

6.3 Proprieta della legge normale

Possiamo ora, come gia anticipato nel paragrafo 4.2.6 dedicato alla media
pesata, determinare il valor medio di una qualsiasi grande{zdegata alle mi-
sure, nel limite di un numero infinito di misure effettuate; questo valor medio, che
avevamo scritto
Z\ Piwi

per una variabile discreta, si deve ora scrivere per una variabile continua

o
/ f(2)w(z)dz

oo

dove perf(z) si intende la funzione di Gauss. Per ricavare questa formula basta
pensare suddiviso I'asse defln un numero grandissimo di intervalli infinitesimi
dz ad ognuno dei quali & associata una probabilitd che falelz e sostituire
nella formula per variabili discrete.

Se vogliamo trovare il valor medio dello sca#tajuesto & dato dalla

-
E@ = %{/ﬂﬂ 26" dz = 0

Il risultato & immediato considerando cliéz) & una funzione simmetrica
mentrez & antisimmetrica: in definitiva, ad ogni intervallino centrato su un da-
to valorez > 0 possiamo associarne uno uguale centrato sul pagtan cui il
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Figura 6.2: La funzione di Gauss per tre diversi valoffdi
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prodottoz f(z) dzassume valori uguali in modulo ma di segno opposto, cosi che
la loro somma e zero. Essendo poi

E(2) = E(x—x*) = E(X)—x*
abbiamo costlimostratoche

Il valor medio della popolazione delle misure di una grandezza fisica
affette solo da errori casuali coincide con il valor vero della grandezza
misurata.

Cerchiamo ora il valor medio del modulo dello sc&‘t()\z\):

E(l2) = /j\z\ f(2dz

-
-2 / 2f(2)dz
0
o
_ & zeZ 4z

vmJo
h e
= ) e
(]
1

hy/m

dove si & eseguito il cambio di variabtle- 2.

Il valor medio del modulo degli scarti & quella grandezza che abbiamo chiama-
to “errore medio™: qui abbiamo ricavato la relazione tra I'errore medio di misure
affette solo da errori casuali ed il modulo di precisione della mikura

Il rapporto invece tra I'errore quadratico mediotesi trova calcolando il valor
medio del quadrato degli scarti:

E@) = \%(/::ozze’“zzzdz

1 T, 2
= mf,w‘e a

- g ra()

_ 1 2]t e e
= —Tz\/ﬁ{[te waf,me dt
1

2n2
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Per giungere al risultato, per prima cosa si e effettuata la sostituzione di varia-
bilet = hz poi si € integrato per parti; infine si & tenuto conto del fatto che

o,
/ e Pdt = /it

come si puo ricavare dalla condizione di normalizzazione della funzione di Gauss
per il particolare valoré = 1.
Concludendo:

o Per misure affette da errori distribuiti secondo la legge normale,
il rapporto tra I'errore quadratico medi e I'errore medioa
vale

[ b
— =4/= =1.2533...
a 2

e Per misure affette da errori distribuiti secondo la legge norma-

le, I'errore quadratico medio ed il modulo di precisidnsono

legati dalla
o= 1
hv2
I'errore medio ed il modulo di precisione invece dalla
a_ 1
- hym

6.4 Lo scarto normalizzato

Introduciamo in luogo dello scartil risultato della misura; questo € legato
azdallaz= x—x* (relazione che implica ancliz= dx). In luogo del modulo di
precisioneh usiamo poi I'errore quadratico medin la funzione di Gauss si pud
allora scrivere nella forma

»\2
e30%%)

Definiamo ora una nuova variabilglegata allax dalla relazione
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Essa prende il nome dcarto normalizzatalellax; vogliamo trovare la fun-
zione di frequenzd(t) dellat nell'ipotesi che lax abbia distribuzione normale.
Sianox; edx; due qualunque valori della variabitgconx; < xy); sappiamo che

X2 —x* \2
Pr(x e [x1,x]) = p 12n./x “e b0 ax
1

Siano poit; ety i valori per lat che corrispondono & e xp; sara
t2
Prite tt]) = / f(tydt
t

Quando lax &€ compresa nell'intervallfxy, x;], allora (e soltanto allora) la
& compresa nell'intervallty,to]; pertanto la probabilitd che sia compresa in
[x1,%o] deve essere uguale alla probabilita tlsea compresa ifts, to].

Eseguiamo sull’'espressione della probabilita yen cambiamento di varia-
bile, sostituendovi l&:

R
e dt

1
7\/277'[‘1

Confrontando le due espressioni (che, ricordiamo, devono valere per qualun-
que coppia di valork; e x), si ricava immediatamente che deve essere

Pr(x € [x1,x2])

1 12
f(t):ﬁe 2

La cosa importante e che in questa espressione non compaiono né I'errore qua-
dratico medioo né alcuna altra grandezza dipendente dal modo in cui la misura
& stata effettuata, meolo costanti in altre paroldo scarto normalizzato ha una
distribuzione di probabilita indipendente dalla precisione della misura

Di questa proprieta si fa uso, ad esempio, per comporre in un unico grafi-
co campioni di misure aventi precisione diversa: se due osservatori misurano la
stessa grandezza commettendo solo errori casuali, le distribuzioni delle loro mi-
sure saranno normali; ma se gli errori commessi sono diversi, raggruppando i due
insiemi di osservazioni in un solo istogramma I'andamento di quest'ultimo non
€ gaussiano. Pero gli scarti normalizzati hanno la stessa legge di distribuzione
per entrambi i misuratori, indipendentemente dall’entita dei loro errori, e possono
essere cumulati in un unico istogramma.

Altra conseguenza dell'indipendenzadalella funzione di frequenza ¢j &

XX dx che la probabilita per una misura di avere scarto normalizzato compreso tra due
t=—5 = dt= ri valori costanti prefissati risulta indipendente dalla precisione della misura stessa;
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i R R R R U BRI BRPR or
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Misuratore A

0 1 1 1 1 1
-1 0 1
Misuratore B

-4 -3 2 -1 0 1
Sommadi A edi B

Figura 6.3: Istogrammi relativi a due campioni di misure aventi differente
precisione; e I'istogramma relativo ai dati di entrambi i campioni.

ad esempio si ha

+1 e
_ - 1 ~Sdt ~
Prite[-1,+1]) = Pr(xe[-0,+0]) = \/_271!18 zdt ~ 0.6827
_ L2 e
Pr(te[-2,42]) = Pr(xe[-20,+20]) = ﬁie zdt =~ 0.9545

+3
Prlte[-3,43) = Pr(xe[-30,430]) = & [e 7dt ~ 09973
3

Possiamo far uso di una di queste relazioni per dare un’interpretazione proba-
bilistica dell'errore quadratico medio:

e Le misure affette da errori casuali (e quindi normali) hanno una
probabilita del 68% di cadere all'interno di un intervallo di se-
miampiezza centrato sul valore vero della grandezza misurata.

e Lintervallo di semiampiezza centrato su di una misura qual-
siasi ha pertanto una probabilita del 68% di contenere il valore
vero, sempreché gli errori siano casuali e normali.

6.5 Il significato geometricodi o

Calcoliamo ora la derivata prima della funzione di Gauss:

a2z 3%
dz V2ned

La funzionef(2) & crescentef((z) > 0) quandoz & negativa, e viceversa;
ha quindi un massimo per= 0, come richiesto dalle ipotesi fatte. La derivata
seconda invece vale

d2f 1 a2 : 12, 2z
LA S 1= L - (I
dz2 Vaneds T Vemoso ( UZ)

e si annulla quandp= +o.
Da qui si puo allora ricavare #ignificato geometricalell’errore quadratico
medioo in relazione alla distribuzione normale:

L'errore quadratico medio puo essere interpretato geometricamente
come valore assoluto delle ascisse dei due punti di flesso della curva
di Gauss.
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6.6 La curva di Gauss nella pratica

Un campione dN misure di una grandezza fisica con valore ueéraffette da
soli errori casuali normali con errore quadratico mealj@vra media prossima
ax* (sappiamo infatti che la varianza della media vafgN e tende a zero al
crescere dN), e varianza? prossima a2 (anche la varianza @ tende a zero al
crescere dN: vedi in proposito I'appendice A).

PerN abbastanza grande, si pud dunque assusrereed interpretare lo stes-
so scarto quadratico medio del campiena luogo dic (peraltro ignoto), come
semiampiezza dell'intervallo di confidenza corrispondente ad una probabilita del
68%.

Purtroppo non & generalmente possibile capire, dall'andamento di un insieme
di osservazioni, se fossero o meno presenti errori sistematici; un campione di
misure ripetute, effettuate confrontando la lunghezza di un oggetto con un regolo
graduato mal tarato, avra distribuzione ancora normale: solo centrata attorno ad
una media che non corrisponde al valor vero.

Al contrario, se la distribuzione delle misure non & normale sicuramente c'é
qualcosa di sospetto nei dati che stiamo esaminando; sorge quindi il problema di
stimare se un insieme di dati ha o non ha distribuzione gaussiana (o meglio, di
stimare con quale probabilita provenga da una distribuzione gaussiana).

Per far questo si puo ricorrere ad alcune proprieta matematiche della curva:
ad esempio, si possono calcolare I'errore medio e I'errore quadratico medio per
verificare se il loro rapporto ha un valore vicino a quello teorico; oppure si puod
calcolare la frazione di dati che cadono tra Se X+ se confrontare il numero
ottenuto con il valore teorico di 0.68.

I modo migliore di eseguire il confronto & perd quello di disegnare assieme
all'istogramma dei dati anche la curva teorica relativa; a questo livello il con-
fronto pud essere soltanto visuale, ma esistono metodi matenmagtodo del
chi quadrg che permettono di stimare con esattezza la probabilita che i dati di un

istogramma provengano da una data distribuzione, nel nostro caso quella normale.

Per sovraimporre la curva di Gauss ad un istogramma, occorre comungue mol-
tiplicarne in ogni punto I'ordinata per un fattore costante. L'altezza dell'istogram-
ma ¢ infatti in ogni intervallo data da

doven; € il numero di valori osservati nell'intervallo di centxped ampiezzax;,
mentreA é I'area del rettangolo corrispondente ad una osservazione.
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Al tendere del numerdl di misure effettuate all'infinito, risulta

.on DX DX
— = 1< =
rLIL»nmN Pr(x‘ 2 <X< X+ 2)
- LM e
T ooVl
e dunque
Vi — NA_1 /X‘Jr%(‘e’%(%)zdx
' DX 0y/2m )-8

Cioe l'altezza dell'istogramma, in ognuna delle classi di frequenza, tende
al valor medio sull'intervallo corrispondente della funzione di Gauss moltipli-
cato per un fattore costaniéA Allora la curva da sovrapporre all'istogramma
sperimentale deve essere quella che corrisponde alla funzione

f(x):%g%(%;)z

(in luogo del valore vera* e dell’errore quadratico med@m generalmente ignoti,
si pongono le loro stimex € s rispettivamente, ottenute dal campione stesso);
osserviamo ché(x) sottende la stessa ardd dell'istogramma.

Se gli intervalli hanno tutti la medesima ampiezrq I'area del rettangolo
elementare valé = Ax, assumendo l'arbitraria unita di misura per le ordinate
pari all'altezza costante del rettangolo elementare, e la funzione diviene

f(x) = NAX - 3(y?
sv2m

6.7 Esame dei dati

Talvolta nella misura si compiono errori non classificabili né come casuali né
come sistematici: ad esempio, dopo aver misurato un angolo di un triangolo con
un goniometro, si puo riportare come valore un numero diverso scambiando tra
di loro due cifre contigue. La conseguenza sara quella di ottenere per il risultato
finale della misura (la somma degli angoli interni di un triangolo) un dato molto
differente dagli altri, che si impone quindi alla nostra attenzione cawspetto

Nasce quindi il desiderio di avere un criterio preciso in base al quale decidere
se un dato possa 0 meno considersospettoed essere in conseguenza eliminato.

Normalmente la procedura consigliata € la seguente: dopo aver calcolato me-
dia e scarto quadratico medio, si eliminano dal campione i dati che differiscano
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dax per pitl di tre voltes. Sappiamo infatti che valori che si trovino nella regio-
ne oltre 3 hanno probabilita molto bassa di presentarsi (del tre per mille circa);
bisogna comunque osservare che questo modo di procedere € giussifilceito
presenza di unumero piccoldi dati.

Se le misure effettuate sono in numero per esempio di 60, ci si aspettano in
media oltre & solo 0.18 dati; se ne troviamo uno o pit d'uno, possiamo ragione-
volmente etichettarli comsospettie scartarli. Le cose cambiano se ci troviamo
di fronte invece ad un milione di misure, per le quali ci aspettiamo che ben 3000
cadano (per motivi perfettamente normali) al di fuori dell'intervallo dj 8 non
possiamo quindi permetterci di scartare alcun dato particolare.

6.8 Sommario delle misure dirette

Per concludere, dovendo effettuare delle misure dirette:

e Bisogna considerare criticamente le modalita della misura e le
formule usate, e controllare le caratteristiche di costruzione e
d’'uso degli strumenti per mettere in evidenza la possibilita di
errori sistematici; se questi sono presenti bisogna eliminarli, o
modificando le operazioni da compiere o correggendo opportu-
namente i risultati.

Potendo bisogna effettuare misure ripetute, perché in questo ca-
S0 sappiamo stimare ragionevolmente I'errore commesso (se non
é possibile effettuare misure ripetute, si assumera convenzional-
mente come errore la sensibilita dello strumento); e bisogna ef-
fettuarne quante piu possibile per aumentare in corrispondenza
la validita statistica dei nostri risultati.

Se il numero di misure effettuate & bass scartano quei da-

ti che differiscano dal valor medio per piti di 3 volte lo scarto
quadratico medis. Effettuata questa operazione si ricalcola-
no la mediax e lo scarto quadratico med& e si ricava da
quest'ultimo la stima dell’errore della medés costituita da
se=s/vN.

Come valore piti verosimile per la grandezza misurata si assume
X, e come errore di questo valosg se le misure sono in nu-
mero sufficiente e non si sono commessi errori sistematici, il si-
gnificato dell’errore é quello di semiampiezza dell'intervallo di

1“Basso” si pud ad esempio considerare un numero di misure tale che il numero atteso di eventi
da scartare in base alla distribuzione normale sia inferiore all'unita.
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confidenza centrato sulla media avente probabilita di includere
il valore vero pari al 68%.
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Capitolo 7

Le misure indirette

Misure indirette, come sappiamo, sono quelle eseguite non sulla grandezza
fisica che interessa determinare ma su altre grandezze che sono a quest'ultima
legate da una qualche relazione funzionale, che ci permettera poi di ricavarne il
valore mediante il calcolo.

Assumiamo che queste grandezze vengano misurate direttamente: gli inevita-
bili errori commessi per ognuna di esse si ripercuoteranno poi attraverso i calcoli
effettuati, e spropagheranndino al risultato finale; I'entita dell’errore nelle mi-
sure indirette dipendera dunque sia dal valore di quelli commessi nelle misure
dirette, sia dalla forma analitica della funzione usata per il calcolo.

Consideriamo il caso del tutto generale di una qualsiasi funztodiepiti va-
riabili indipendentix, y, z,. ..; ammettendo che i valori di queste variabili si pos-
sano ottenere da misure di tipo diretto, vogliamo determinare un algoritmo per ri-
cavare da tali misure una stima del valore verd @id una valutazione dell’errore
commesso.

7.1 Risultato della misura

Innanzi tutto, & chiaro che il valore veFo* della grandezz& e quello che
corrisponde ai valori veri delle variabili indipendenti da Eudipende:

F*=F(x',y",7,..))

Non avendo pero a disposizione tali valori veri, tutto quello che possiamo fare
€ usare le migliori stime di cui disponiamo: cioe, supponiamo, i valori medi di
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campioni di determinazioni ripetute di tutte queste grandezze; insomma, calcola-
re il valoreF assunto dalla funzione in corrispondenza dei vatgyjz,. .. delle
variabili.

Ricordiamo che il valore di una funzione di piu varialffliin un qualsiasi
punto si puo ricavare dal valore assunto d&lla dalle sue derivate successive in
un punto diverso, attraverso la formula dello sviluppo in serie di Taylor:

oF oF o%F
F(xy,...) :F(XO,YOq---)‘F&(X*Xo)‘*'afy(Y*yo)‘F""FW"'

(in cui per brevita si € omesso di indicare che le derivate parziali vanno calcolate
per i valori delle variabilik = xo, y = yo € cosi via).

Se trascuriamo i termini di ordine superiore al primo, possiamo in particolare
ricavare:

- oF _ oF

F=FXy..)= F(f*,Y*,---Hafx(fo*Hay(YfV’H---

Prendendo il valor medio di entrambi i membri, e tenendo presente nei pas-
saggi che risult&(X—x*) = E(x) —x* = 0 in assenza di errori sistematici (e
similmente risulta per le altre variabili), si ottiene

a) = F(x*,y*,...)Jr%—zE(i—x*)JrZ—’;E(yfy*)Jr...
— F(Cy,..) = F*

e{Fixy

In definitiva:

In media, il valore di una funziorté calcolato per le medie misurate
delle variabili coincide col valor vero.

Ricordiamo che questa conclusione € valida solo approssimativamente, perche
nello sviluppo in serie di Taylor abbiamo trascurato tutti i termini di ordine supe-
riore al primo; ma quali sono i limiti della validita della conclusione? In quali casi
si possono cioe effettivamente considerare trascurabili i termini del second’ordine
e degli ordini superiori?

Ognuno dei termini di ordinenello sviluppo diF contiene una delle derivate
i-esime della funzione, moltiplicata per un fattore del tjgo x*) elevato alla-
esima potenza e divisa per il fattorialeifsara senz'altro lecito trascurare questi
termini se le differenze tra i valori medi stimati per le variabili indipendenti ed i
loro valori veri sono piccole, in altre paro& gli errori commessi nelle misure
dirette sono piccoli
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7.2 Combinazioni lineari di misure dirette

Supponiamo che le misure dirette delle variabili indipendenyj... siano
esenti da errori sistematici, e che siano pertanto distribuite secondo la legge nor-
male; ora, si puo dimostrare il seguente

Teorema: Se pit variabili casuali hanno distribuzione normale, una
qualsiasi loro combinazione lineare con coefficienti costanti & an-
ch’essa distribuita secondo la legge normale.

Consideriamo allora quelle particolari funzioni che sono le combinazioni li-
neari di pitl variabili:
F =kixathkexptkaXxgt+ o = 3 kix

Abbiamo gia visto nei paragrafi 5.2 e 5.4 che la media di una tale funzione
€ la combinazione lineare, con gli stessi coefficienti, delle medie delle variabili;
e che la varianza df € invece la combinazione lineare delle loro varianze con
coefficienti pari ai quadrati dei rispettivi coefficienti:

E(F) = 3 KE(X) = ¥ k" = F*

oF2= Z k20:2

Ora, sapendo che la distribuzione défl& normale, siamo anche in grado di
attribuire un significato piu preciso al suo errore quadratico megiajuello cioé
di semiampiezza dell'intervallo, avente centro sul valore stirfratohe contiene
il valor veroF* con una probabilita del 68%.

In definitiva le formule precedenti risolvono il problema delle misure indirette
per quelle particolari funzioni che sono le combinazioni lineari, permettendoci
di calcolare per esse sia il valore stimato piu verosimile che I'errore, e dandoci
inoltre l'interpretazione probabilistica di questo errore.

7.3 Errori nelle misure indirette

Ora, qualsiasi funzione di piti variabili si puo considerare in prima approssi-
mazione lineare se ci limitiamo a considerarla in un dominio di definizione ab-
bastanza ristretto da poter trascurare i termini di ordine superiore al primo in uno
sviluppo in serie di Taylor: in definitiva possiamo estendere le conclusioni del
paragrafo precedente ad una qualsiasi funzione di pit variabili

—— oF oF oF
F(%Y,2...) " F(X,Y,Z...)+ ax (x=x)+ 3y (y—y)+ 3 (2= +--

per la cui varianza avremo
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2 2 2
oF oF oF
2~ 2 2 2
o N(ax) o *(ay’) o +(az) o

Questa formula & nota sotto il nomefdirmula di propagazione degli errgri
ripetiamo che si tratta di una formutgprossimatae valida solo se non si com-
mettono errori troppo grandi nelle misure dirette delle variabili indipendenti. La
formula di propagazione & inve@sattanel caso particolare (esaminato nel pa-
ragrafo precedente) di una combinazione lineare di variabili casuali, caso questo
nel quale tutte le derivate parziali di ordine superiore al primo sono identicamente
nulle.

7.4 Errore dei prodotti di potenze
Applichiamo ora la formula di propagazione dell’errore a quella particolare

classe di funzioni costituita dai prodotti di potenze delle variabili indipendenti:
cioe alle funzioni del tipo

FXY,2...) =X yB. 2.

Calcoliamo innanzi tutto le derivate parzialifdj risulta

oF 1 M _ F
x = ax@ B = as
oF F
F _ gl — gb
y By By

Introducendo questi valori delle derivate nella formula di propagazione del-

I'errore, avremo
oF\?2 oF\?
or’ - (a—) "*Z*(a—y) ot

2F?
x2

(7)) e ()

2 2F 2
a 0x+BF0y+"'

ed in definitiva
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relazione che permette di ricavare con semplici calcoli I'errore relativodhgli

errori relativicommessi nella misura delle variabili indipendenti. Per quanto detto
in precedenza questa relazione € solo una prima approssimazione, valida se le
variabili indipendenti sono misurate con errori piccoli.
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Capitolo 8

Altre tecniche di elaborazione
dei dati

In questo capitolo prenderemo in considerazione alcuni speciali metodi di ela-
borazione dei dati: la media pesata di determinazioni sperimentali aventi diversa
precisione, e la determinazione dei parametri da cui dipende I'equazione di una
curva che deve descrivere una relazione tra piu variabili interconnesse e misurate
indipendentemente (curva interpolante i dati sperimentali).

8.1 Media pesata

Quando si abbiano a disposizione piti determinazioni ripetute di una grandezza
fisica, sappiamo che da esse si pud ricavare un valore unico da usare come risultato
finale attraverso il calcolo della media aritmetica; questa & la funzione dei dati con
la distribuzione piu stretta attorno al valor vero, e ci fornisce quindi la stima piu
verosimile di esso.

Pero questo presuppone che i dati, essendo considerati tutti allo stesso modo
nella formula, posseggano la stessa precisione sperimentale: ad esempio che siano
stati valutati dallo stesso sperimentatore, con lo stesso strumento e nelle stesse
condizioni; in altre parole, che le misure provengano da un’unica popolazione.

Puo capitare invece di disporre di pitl determinazioni della stessa grandezza
fisica fatte da sperimentatori diversi, od in condizioni sperimentali differenti: e
di voler ugualmente estrarre da queste valutazioni, affette da differenti errori, un
valore unico da usare come risultato complessivo.

Facendo le ipotesi che tutte le misugesiano tra loro statisticamente indi-
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pendenti, ed inoltre affette da errori casuali distribuiti secondo la legge di Gauss,
la densita di probabilita corrispondente all'evento casuale costituito dall’'osser-
vazione degliN valori X;,Xz,...,Xn Si pud scrivere (applicando il teorema della
probabilita composta)

N 1
,I:lun/ﬁe 3(

dove x* € il valore vero (ignoto) di, e le g; sono gli errori quadratici medi
(supposti noti) delle diverse determinazioni.

Si puod dimostrare (vedi in proposito I'appendice G) che, anche sotto condi-
zioni molto piti generali di quelle ammesse, la migliore stima del valore xero
ovvero quella di varianza minima, si ottiene prendendo quel valxxeldé rende
massima la funzione

2
)

1
oiv2n

cioe la densita di probabilita di cui sopra, nella quale il valore wémd sostituito
dal parametro variabibe

L si chiamafunzione di verosimiglianzaed & facile rendersi conto che essa
rappresenta la densita di probabilita associata all’evento casuale consistente nel-
I'essere il numera il valor vero della grandezza misurata, qualora di essa si siano
ottenute |eN stime indipendenty;, di errori rispettivio;, supposte seguire la legge
normale.

La stima pit verosimile (quella di minima varianza) & dunque quella che, ren-
dendo massim&., individua quel numero che, sulla base delle osservazioni di-
sponibili, possiede lanassima probabilitadi coincidere con il valor vero; ed il
metodo consistente nel dare come miglior stima il valore che rende massiina
dicemetodo della massima verosimiglian®rendendo il logaritmo di

—%; V2
1)

N
L (X1,%2, . ., Xn|X) =
(X1, %2 NIX) I]:l

—2logL = i(u)z + Zilogc, + 2Nlogv/2m
i= Gi i=

ed osservando che il logaritmo stesso & una funzione crescente dell'argomento,
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(infatti nessuno degli altri termini dipende dall'incognija Risolviamo il proble-
ma facendo uso del calcolo infinitesimale:

N /vy N ]
U3 ()3 3k
dx & g ) Gi & O & 0i

d?f N1
WZZ.;?>O

Se per brevita poniamo

la condizione per I'estremante @fx) si scrive
df N X
— =2|kx-Y =) =0
dx < ‘; ai2
e la derivata prima df si annulla quando la variabileassume il valore

— X
X= X
02

MZ

1
Ki&
Il fatto che la derivata seconda sia positiva assicura poi che si tratta effetti-
vamente di un punto di minimo; si vede comeia unamedia pesatalei valo-
ri misuratix;, ottenuta assegnando ad ognuno di essi peso relativo inversamente
proporzionale atjuadratodell’errore rispettivo.
Per determinare poi I'errore del risultatp € in questo caso possibile usare
in tutta generalita la formula della propagazione degli errori: infadtiuna par-
ticolare funzione delle variabik;, di ognuna delle quali conosciamo per ipotesi
I'errore quadratico medio;; ed inoltre dipendéinearmenteda ognuna di queste
N variabili, e questo fa si che la formula di propagazione sia in questoesasta
e non approssimata (dando insomma risultati sempre validi, indipendentemente
dall'entita degli errori commessi). Ora, risultando

si vede che il massimo di corrisponde al minimo di-2 logL ; e la determina- X 190
zione del valore piu verosimile di(nel caso di errori normali) si riduce allora al 071 K ,Txl
problema analitico di trovare il minimo della funzione =
avremo N )
Nox-x)? 2 ( OX) 2
f(x) = oF — el _
w-3,() - 3(o0)
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cioé
2 1

o% = 1
2107

Per la osservata linearita della formula, la media pesgtelle ipotesi ammes-
se) e una variabile casuale normale come le singpk il suo errore quadratico
medioox ha dunque I'analoga interpretazione di semiampiezza dell'intervallo con
centro inx avente probabilita pari al 68% di contenere il valore v&ro

E’ da notare come, prima di comporre tra loro determinazioni indipendenti
della stessa grandezza, sia opportuno controllare che queste siano (entro i rispettivi
errori) tra lorocompatibili analogamente a quanto si fa per le misure ripetute,
preferibile scartare dati che non vadano d'accordo con gli altri entro i limiti della
pura casualita.

Il caso diN misure ripetute effettuate nelle medesime condizioni sperimentali
non é altro che il caso particolare in cui tutti gli errori quadratici medsono
uguali tra di loro: la media pesata si riduce allora alla media aritmetica. Questo
prova l'asserto del paragrafo 4.4 (giustificazione della media); abbiamo finalmen-
te dimostratoche la media aritmetica & il valopgu verosimiledella grandezza
misurata: cioé quello che ha la massima probabilita di coincidere con il valor vero
sulla base del nostro campione di misure, e che rappresenta per cio stesso la stima
di minima varianza.

8.2 Interpolazione dei dati con una curva

Pud in alcuni casi capitare di conoscere la forma analitica della legge fisica
che mette in relazione tra loro due variabili, e di dover stimare da dati misurati il
valore di uno o pit parametri da cui tale funzione dipende.

Ad esempio, nel moto dei corpi soggetti all'azione di una forza costante, le
velocita assunte in istanti successivi dal corpo crescono linearmente rispetto ai
tempi trascorsi, secondo la nota formwla= v + at; misurando in istanti suc-
cessivi del moto tempi e velocita, i punti aventi per coordinate cartesiane i valori
determinati per queste due grandezze devono disporsi approssimativamente lun-
go una linea retta: e sarebbero tutti quanti esattamente allineati se fosse possibile
misurare senza commettere errori.

In questo ultimo caso sarebbe possibile ricavare immediatamente dal grafico il
valore dell’accelerazione del moto, che corrisponderebbe al coefficiente angolare
(alla pendenza) della retta tracciata; vedremo ora come, pur commettendo erro-
ri, sia comunque possibile ricavare una stima sia dei valori dei parametri da cui
I'equazione del moto dipende, sia degli errori inerenti a tale valutazione.

C’e una qualche analogia fra questo problema e quello delle misure indirette,
nel senso che in entrambi i casi esiste una relazione funzionale tra piti grandezze
fisiche; tuttavia, mentre in quel caso la funzione era completamente nota e veniva
usata per trovare il valore di una di quelle grandezze una volta misurati quelli di
tutte le altre, qui si suppone di conoscere soltanto la forma della funzione: ma sono
ignoti uno o piti parametri da cui pure essa dipende, e si usano i valori osservati di
tutte le grandezze per stimare quelli dei parametri stessi.

8.2.1 Interpolazione lineare per due variabili

Cominciamo col supporre che le variabili oggetto della misura siano due sole,
e che lalegge che le mette in relazione reciproca sia di tipo lineare:

y=a+bx

Supponiamo poi che siano state effettuate misure del valorexdelti quel-
lo corrispondente assunto daljan diverse condizioni, cosi che si disponga in
definitiva diN coppie di valori tra loro corrisponden(t;, y;); abbiamo gia detto
che, una volta riportati sul piano cartesiano punti con queste coordinate, essi si
dovranno disporre approssimativamente lungo una linea retta.

Si pud dimostrare che vale, sul piano, qualcosa di analogo a quanto abbiamo
gia asserito riguardo alla media aritmetica di misure ripetute di una stessa grandez-
za fisica (cioe, geometricamente, su di una retta, visto che quelle determinazioni
potevano essere univocamente rappresentate da dei punti su di una retta orientata);
infatti

e Sulla base delle misure effettuate, non si puo escludere con cer-
tezza che alcuna delle infinite rette del piano corrisponda a quel-
la vera su cui le nostre osservazioni si disporrebbero in assenza
di errori; tuttavia esse non appaiono tutte quante ugualmente ve-
rosimili, e la verosimiglianza sara in qualche modo in relazione
alla “distanza complessiva” tra i nostri punti e la retta stessa.

e Nel caso particolare che siano verificate le seguenti ipotesi:

[

. una sola delle variabili coinvolte (ad esempig)& affetta
da errori;

2. gli errori quadratici medi delle misure dei diversi valori di

y sono tutti uguali (o comunque non molto differenti);

questi errori seguono la legge normale di distribuzione;

leN determinazioni effettuate sono tra loro statisticamente
indipendenti;

A w
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dimostreremo ora che per “distanza” si deve intendere la lun-
ghezza del segmento parallelo all'agseompreso tra il punto
misurato e la retta esaminata.

Infatti, dettooy I'errore quadratico medio dellg, la funzione di verosimi-
glianza &

a -¥i }2
1y
Oy V21t

Per scrivere questa espressione si & fatto uso di tutte le ipotesi postulate; in
particolare, il fatto che lg siano misurate senza errore ci permette di affermare
che il valor vero assunto in corrispondenza dyléea+ bx qualora la legge fisica
che lega le due variabili sia data dall'equazigne a-+ bx.

Questa funzione di verosimiglianza rappresenta la densita di probabilita colle-
gata all’evento casuale consistente nell'essere la legge fisica che degerap-
presentata dall'equazioye= a-+ bx, qualora si siano ottenuti g valori misurati
(xi,Yi), e sotto le quattro ipotesi su elencate.

Il metodo della massima verosimiglianza ci permette poi di affermare che la
stima, appunto, pit verosimile (la retta che corrisponde al massimo della probabi-
lita) sara anche la stima di minima varianza. Prendendo il logaritmo di entrambi i
membri risulta

N
L (x1,Y1,%2, Y2, .., XN, Yn[a, b) = r!
N

1 N
—2logL = oz Z(a+ bx —yi)? + 2Nlogoy + 2Nlogv/2m
Ja=
1 valori pit verosimili dei parametra e b sono quelli per cui & massinia,
ovvero & minima-2logL : il problema dell'interpolazione lineare dunque si ridu-
ce (se sono soddisfatte le ipotesi citate) a quello di trovare tra le infinite rette del
piano quella che rende minima la funzione

N 2
fab) = 3 [(@+bx) -y

(essendo tutti gli altri termini indipendenti dalle due incogaiteb).

Linterpretazione geometrica € evidente: la retta soluzione del nostro proble-
ma & (come gia preannunciato) quella che rende minima la somma dei quadrati
delle distanze, misurate parallelamente all'assiall'insieme dei punti misurati.

Per trovare il valore dei coefficienti del’equazione di tale retta, calcoliamo ora le
derivate prime della funzion

of

N N N
e 2 nfa )
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of N Sy 4 bS X2 Sy,
% = 22, (AT Dx-y)x = 2<a|;x‘ DX \;X'y')

Imponendo che le due derivate prime siano contemporaneamente nulle, do-
vranno essere verificate le

a:N 4 b-3ix = 3V
a-gix + b-gix? = Fixy

Questo sistema di due equazioni in due incognite ammette, come si puo veri-
ficare, sempre una ed una sola soluzione, purché vi siano almeno due punti spe-
rimentali non coincidenti; esaminando poi le derivate seconde, si troverebbe che
essa corrisponde effettivamente ad un minimo. La soluzione &

a= %[(Z'X‘z)'(Zuyn)*(zux)-(z.w)}

1
b= x[N-(Exw) - (z%)- (5w)]
in cui si & posto per brevita

B =Ny X~ (%)
(queste formule sono note sotto il nomdatimule dei minimi quadrafi
Per quanto attiene al calcolo degli errori commessi nella valutazioae bi
in base ai dati, osserviamo che entrambi si ricavano da relazioni lineari in ognuna
delle variabili affette da errore che, nelle nostre ipotesi, sono leysgi®ssiamo
dunque adoperare la formula della propagazione degli errori, che € in questo caso
esatta. Se indichiamo cm2 la varianza comune a tutte yg risulta pera

N 2
oa
o = Y (—) o,?
¢ &\oy)
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bl (56
-5 (30 p(8)- (8

2
= o2 ZIAX‘

e, similmente, peb:

N 2
w3 (2) o

= UA—V: i[NZxJH (: x‘)z—ZNX. ém
- UA_YZZ N2<I:§lx.2> +N<§lx.> —2N (éx.)
- (E)-(8)

oa = oy | 2%

Ob = Oyy/ %

ed il fatto poi chea e b siano funzioni lineari di variabili che seguono la legge di
Gauss ci permette ancora di affermare che anch’esse sono distribuite secondo la
legge normale—e di attribuire cosi ai loro errori il consueto significato.
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8.2.2 Stima a posteriori degli errori di misura

E’ da osservare come nelle formule dei minimi quadrati non compaia il valore
di o: la soluzione del problema dell'interpolazione lineare € indipendente dall'en-
tita degli errori di misura; ed i coefficienti della retta interpolante possono essere
calcolati anche se gli errori sulienon sono noti (purché naturalmente si assuma
che siano tutti uguali tra loro).

Se non & a priori nota la varianza defleessa pud pero essere stimata a partire
dai dati stessi una volta eseguita I'interpolazione lineare; infatti gli stessi ragiona-
menti fatti per le variabili casuali unidimensionali potrebbero essere ripetuti con
le opportune modifiche sul piano, per giungere a risultati analoghi.

In una dimensione abbiamo a suo tempo potuto collegare I'errore commes-
so alla dispersione dei dati rispetto\adlore stimato della grandezza misurata;
sul piano ¢ in effetti ancora possibile calcolare I'errore commesso, partendo dalla
dispersione dei dati misurata rispetto ali#ta stimata che passa attraverso di es-
si: dati disposti mediamente lontano da questa retta indicheranno errori maggiori
rispetto a dati ben allineati (e quindi vicini alla retta interpolante).

In una dimensione abbiamo visto che la dispersione dei dati, misurata dal valor
medio del quadrato degli scarti rispetto alla loro media aritmetica (nostra miglio-
re stima per la grandezza misurata), era sistematicamente in difetto rispetto alla
corrispondente grandezza riferita all'intera popolazione delle misure. Sul piano
si pud analogamente dimostrare che il valor medio del quadrato delle distanze
dei punti misurati dalla retta nostra migliore stima & ancora sistematicamente in
difetto rispetto alla varianza riferita alla popolazione delle misure stesse.

Cosi come abbiamo dimostrato che, al fine di correggere questa sottostima (in
media) per le misure ripetute, occorre dividere la somma dei quadrati degli scarti
perN — 1 invece che peN, si potrebbe analogamente dimostrare che una corretta
stima dell’errore dei punti misurati si ha, in media, dividendo I'analoga somma
perN —2; in definitiva, che la corretta stima dj € data dalla formula

2

5i[(@+ )~y
o=t _— &

N-2

In essa a numeratore compare la somma dei quadrati delle distanze dei punti
misurati(x;,y;) dalla retta di equaziore+ bx; distanze calcolate ancora secondo
la direzione parallela all'asse delle ordinate.

Questa formulhpermette una corretta stima dell’errore dei dati interpolati,
qualora sia impossibile (0 scomodo) determinarli per altra via; I'errore & stimato
dai residui dei dati sperimentali, ed & quindi scientificamente affidabile.

Una formula equivalente (ma pitl semplice) per il calcolagsi pud trovare nella pagina 93,
alla fine dell'appendice B.
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Il fatto che la corretta stima dell’errore si ottenga dividendoler 2 invece
che perN deve essere messo in relazione con il fatto che gli scarti, invece che
rispetto al valor vero, sono calcolati rispetto ad un valore stimato che dipende da
dueparametri, che sono a loro volta stati preventivamente determinati sulla base
dei dati sperimentali: cioe i due coefficieate b dell'equazione della retta.

Nell'analogo caso della stima dell’errore quadratico medio di una variabi-
le casuale unidimensionale, gli scarti erano calcolati rispetto ad un valore che,
unica grandezza necessaria, veniva preventivamente determinato sulla base delle
misure: appunto la media aritmetica.

In generale, disponendo Nidati sperimentali dai quali possiamo determinare
un valore dell’errore quadratico medio che dipendévtdparametri che debbano
essere preventivamente derivati dai dati stessi, la modifica da apportare alla for-
mula per ottenere una corretta valutazione dell’errore della popolazione consiste
nel dividere la somma dei quadrati degli scarti per un faftoreM.

8.2.3 Interpolazione con una retta per I'origine

Se conosciamo altri vincoli cui debba soddisfare la legge che mette in relazio-
ne i valori delle variabili misurat& e y, possiamo imporre che la retta corrispon-
dente appartenga ad un particolare sottoinsieme delle rette del piano; ad esem-
pio, un caso che si puo presentare € che la retta sia vincolata a passare per una
posizione particolare, che supporremo qui essere I'origine degli assi coordinati.

Una generica retta per l'origine ha equazigne mx ammesso ancora che
gli errori commessi riguardino soltanto la misura dglinon quella dellx, che
tutti i vari y; abbiano errori distribuiti secondo la legge normale e tra loro eguali, e
che le misure siano tra loro indipendenti, il problema dell'interpolazione lineare si
riduce a trovare tra le infinite rette passanti per I'origine quella che rende minima
la somma dei quadrati degli scarti (secoryialai punti misurati: cioé il minimo
della funzione

z

f(m) =S (mx—y)?

La derivata prima df vale

df N N 5 N
— =25 (Mx—yi)x =2|mY x° — XiYi
dm |; \Zl |Zl I
Imponendo che essa sia nulla, I'estremante si ha per

_ 2iXiYi
Tix?

m
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e corrisponde in effetti ad un minimo. La legge di propagazione degli errori (esatta
anche in questo caso) ci da
dm _ x
dyj  yix?
%

N dm 2 0-2 N
G2 — (7) 62 — Y xi2 —
" 2 \ay) VT e B9 s

e la formula per il calcolo degli errori a posteriori diventa

0.2 Si(mi—y)?

4 N-1
visto che il parametro da cui I'errore quadratico medio dipende e che deve essere
stimato sulla base dei dati & uno soltanto:

8.2.4 Interpolazione lineare nel caso generale

Le condizioni 1) e 2) sugli errori delle grandezze misuvatey date nel pa-
ragrafo 8.2.1 non potranno ovviamente mai essere verificate esattamente; come
ci si deve comportare quando nemmeno in prima approssimazione le possiamo
considerare vere?

Se gli errori quadratici medi dellg sono tra loro diversi, non & piti possibile
raccogliere a fattor comune/a? nell'espressione del logaritmo della verosimi-
glianza, e ciascun addendo sara diviso per il corrispondente exrdredefinitiva
la retta piu verosimile si trova cercando il minimo della funzione

N [(a+b>q)fy.]2

f(a,b) = Zl o

(e b b2 )

in cui si & posto
o (30e) (25 (5:02)

80 CAPITOLO 8. ALTRE TECNICHE DI ELABORAZIONE DEI DATI

Le varianze da e dib saranno poi date dalle

o)
=
I
Bl
M
_fuxm

i

>
al-

Si deve tuttavia osservare che per applicare questo metodo & necessario co-
noscere per altra via tutte I varianzegi?. Cid pud essere molto laborioso o
addirittura impossibile, e non risulta conveniente rinunciare ad una stima unica e
ra\gionevolmy2 di queste varianze per tener conto di una variazione, generalmente
debole, delle; in un intervallo limitato di valori dellx.

Volendo tener conto dell’errore su entrambe le variabdily, non € general-
mente possibile usare un metodo, descritto in alcuni testi, consistente nel cercare
la retta che rende minima la somma dei quadrati delle distanze dai punti, misura-
te peroortogonalmenteilla retta stessa: a prescindere dalla complicazione della
soluzione di un sistema di equazioni non lineari, resta il fatto cheesty sono
due grandezze fisiche diverse, o anche soltanto misurate con strumenti e metodi
diversi, i loro errori quadratici medi sono generalmente diversi; mentre la distanza
sul piano attribuisce lo stesso peso agli scarkiéd a quelli iny.

Per applicare questo metodo si dovrebbe conoscere, per via indipendente, al-
meno il rapporto trav e oy; e rappresentare i pur{t,y;) non sul piandx,y),
bensi su quello delle variabili ridot{e/ox, y/oy).

Per solito nella pratica si preferisce considerare affetta da errore una soltanto
delle variabili, ad esempio Ig la scelta cadendo generalmente su quella deter-
minata in maniergiu indiretta, e che risente percio degli errori di tutte le altre
grandezze misurate direttamente; cosi, in un diagramma velocita-tempo trascorso
o velocita-spazio percorso, si assumera affetta da errore la sola velocita.

Un eventuale errore sullasi propagheraattraverso la relazione funzionale
anche allay, e, se I'errore quadratico medd, & stimato dai dati sperimentali,
esso conglobera anche I'indeterminazione dovutaxalla

Per meglio chiarire il concetto, consideriamo la legge vo + gt di caduta di
un grave. Sé si ammette esente da errore, una differenza tra il valore vere di
quello misurato puo solo essere imputata ad imperfetta misurasdpponiamo
invece che ognuno dei valori misurati tdpossa presentarsi con un certo scarto
non nullo rispetto al valor vero corrispondente: anche se le miswdatisero
esenti da errore, questo vorrebbe dire che i possibili valori che potremmo di
determinare cadrebbero ugualmente in certi intervalli di ampiezza non nulla.

Poiché anche le velocita saranno misurate con errori finiti, I'indeterminazio-
ne di misura si cumulera con quella proveniente dall'incertezza sul tempo in cui

8.2. INTERPOLAZIONE DE| DATI CON UNA CURVA 81

la misura é stata effettuata; ed in definitiva tutto avviene come se l'istante della
misura fosse perfettamente noto e la velocita affetta da un errore maggiore.

8.2.5 Interpolazione non lineare

Formule analoghe a quelle trovate si possono ricavare per risolvere il problema
dell'interpolazione di curve di ordine superiore al primo (parabole, cubiche, po-
linomiali in genere) ad un insieme di dati sperimentali, sempre usando il metodo
della massima verosimiglianza.

Nel caso poi ci si trovasse di fronte ad una curva di equazione diversa da
un polinomio, in parecchi casi e possiblieearizzarela relazione cambiando
variabile: cosi, ad esempio, se due grandezze hanno tra loro una relazione di tipo
esponenziale, il logaritmo ne avra una di tipo lineare:

y=Ke s Iny = InK —bx = a—bx
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Appendice A

L'errore della varianza

Puo a volte essere utile valutare I'errore della stima della varianza ricavata da
un campione di dati sperimentali. Facendo un esempio concreto, supponiamo di
disporre di un ampio insieme di valutazioni della stessa grandezza fidids:
misure ripetute, Xz, . .., Xn.m. Dividiamo questi valori ifM sottoinsiemi costi-
tuiti da N dati ciascuno, e per ognuno di queltisottocampioni calcoliamo la
media aritmetica dei dati; otterremo cddimedie parziali, che indicheremo con i
simbolix, ..., Xu.

Lo scopo di queste operazioni pud essere quello di verificare che le medie
di questi sottocampioni sono distribuite su un intervallo di valori piu ristretto di
quello su cui si distribuisce I'insieme dei dati originali: in sostanza, per verificare
che le medie dN dati hanno errore quadratico medio inferiore a quello dei dati di
partenza.

Lerrore delle medie dei sottocampioni puo essere stimato calcolandone la
varianza:

o2 — ﬁ 2(27 (5())2 (sperimentale)

intendendo corjX) la media delleM medie parziali, che coincidera necessaria-
mente con la media complessiva dell'intero campioni dil dati.

Questo valore puo essere poi confrontato con quello previsto dalla teoria per
la varianza della media di un gruppo di dati, allo scopo di verificare in pratica
'adeguatezza della teoria stessa; tale previsione teorica € come sappiamo data dal
rapporto tra la varianza di ognuno dei dati che contribuiscono alla media ed il
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numero dei dati stessi:

2
o .
o = N (teorico)

Come stima dio si puo usare I'errore quadratico medio dell'insieme di tutti
gli N-M dati; ma, naturalmente, perché il confronto tra questi due numeri abbia
un significatooccorre conoscere gli erroria cui sia la valutazione sperimentale
che la previsione teorica dix sono affette.
Consideriamo (come gia fatto precedentemente) una popolazione a media zero
per semplificare i calcoli:
E(X)=x =0

| risultati si potranno in seguito facilmente estendere ad una popolazione qual-
siasi, tenendo presente il teorema ed i ragionamenti di pagina 43. La varianza di
una variabile casuale indicata di seguito come V), si pud scrivere come

2
Var(x) — E () — [E(x)]
usando questa formula per calcolare la varianz8,diviemo

var(9) =£ (s - [E(9)]

2
_ [ (mx)?
- ()]
1 2 1
= W(Z.X‘Z)Z*m(z.ﬁz) (z.xi)2+m(z.xi)4
Sviluppiamo uno per volta i tre termini a secondo membro; per il primo risulta
(T = (50) (Z%7)
> (n22x,2> +3; (ngxf)
1= J#
= Zx‘4+2x.2x]2
T #F

St 2y X%
T i<
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La prima sommatoria comprentieaddendi distinti; la seconda & estesa a tutte
le possibilicombinazionidei valori distinti dii e j presi a due a due: & costituita
quindi da

1 —
<= 21 (l\'l\‘.—Z)l - N(Nz -
addendi distinti.

Il fattore 2 che compare davanti ad essa e dovuto al fatto che una coppia di
valori degli indici si presentava nella sommatoriai sé j una volta comex;?

e un'altra come(izsz, termini diversi per I'ordine ma con lo stesso valore. In
definitiva, passando ai valori medi e tenendo conto dell'indipendenza statistica di
X eXj quando & # j, risulta

E{(Zx)7} =NE() +NIN-1) [E (><2)}2

Con simili passaggi, si ricava per il secondo termine

(33 (Z;XJ)Z = (3%% (Zﬁﬂgkx,&)

Sat I Y Y i
T iZl iZ ik
dove gli indici aventi simboli diversi si intendono avere anche valori sempre di-
versi tra loro nelle sommatorie.

Il valor medio del terzo e del quarto termine si annulla essegg = 0;
inoltre gli addendi nella prima sommatoria sono in numerdd quelli nella
seconda in numero d(N — 1) /2 e vanno moltiplicati per un fattore 2. Pertanto

anche
E{(Z9) (%)} =NE() +N(N-1) [E (><2)}2

Infine avremo, con la medesima convenzione sugli indici,
4
(Zixi) = (Zix‘) (iji) (Zk’“) (Z|Xl)
= ZX“‘+;X.3X,+;>QZXJZ+ ; XX+ ; XXX
T iZ iZ ik i JFkl

| valori medi del secondo, quarto e quinto termine (che contengono potenze
dispari dellex) sono nulli. Gli addendi nella prima sommatoria sono in numero di
N; nella terza vi son®N(N — 1) /2 termini distinti: ma ciascuno appare in 6 modi
diversi solo per I'ordine, corrispondenti al num@@di combinazioni dei quattro
indici originarii, j, k edl presi a due a due. Allora

E(3,%)*=NE(X) +3N(N-1) [E (xz)] :
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Riprendendo la formule di partenza,

E(<) = (ngzl)2 E(d) + (N— 1)(N’j; 2N +3) [E (Xz)]z

Per il valor medio di?, gia sappiamo come risulti per la varianza del campione
E() =0~ 0o
inoltre
o = E{(x-x)?} = E(P)
(essenda* = 0) e
o2

of = E{(x-x} = 3

da cui abbiamo ottenuto a suo tempo la

£@) = "o = Ntepo)

Per la varianza di?, che vogliamo determinare:

var(?) = £(¢) [E@)]

12
:(NN;) E (X +
N—1)(N2—2N+3 N-—1)2 2
+[( )(N3 +)’(N2]][E(x2)]
12 _ _ 2
:(NNsl) E(Xa)i(N 1’3‘(3N 3) [E(xz)]
N-1

o {N-0E0e) - (v-3)[E60)] )

Questa relazione ha validita generalel caso poi che la popolazione ubbi-
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e, sostituendo,

2(N—1) 2 2(N-1)
var(s) = S [E0d)] = S
Insomma'errore quadratico medio della varianz& slel campione vale

V2N-T) ,
N

Og =
La varianza, invece, della stima della varianza della popolazione
N
- N
N-1
vale )
N 2
2\ _ o - _<
Var (0?) = (N—l) Var (%) N—loA

L'errore stimatosulla stima della varianza della popolazioge

UUz:« N_—

Sottolineiamo ancora come queste formule che permettono di calcolare, per
una popolazione avente distribuzione normale, gli errori quadratici medi sia della
varianza di un campione & misure che della stima della varianza della popola-
zione ricavata da un campioneMimisure, sian@satte

Se si vuole invece calcolare I'errore da attribuire @gytori quadratici medi
cioe alle quantit® e o radici quadrate delle varianze di cui sopra, non & possibile
dare delle formule esatte: la ragione ultima € che il valor medis mthn pud
essere espresso in forma semplice in termini di grandezze caratteristiche della
popolazione.

Per questo motivé sempre meglio riferirsi ad errori di variangguttosto che
ad errori di scarti quadratici medi; comunque, in prima approssimazione, I'errore
di o si puo ricavare da quello sa? usando la formula di propagazione:

disca alla legge normalpotremo calcolare il valor medio af usando la forma 1 2 1 5
analitica della funzione di Gauss: per distribuzioni normali risulta in generale, per Var(o) ~ | — Var(oz) = —Var((yz) = o
P do? 402 2(N—-1)
qualsiasi interd, do
k) — @ 21 cioe
E () = 2K [£02)]
con o
2 2 N

E(®) =0 %R N1

Per la varianza di? se ne ricava " - X . X .
Il fatto che questa formula sia approssimata risulta chiaramente se si considera

E (x*) = 30* che la relazione tra? e o & non lineare.
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Appendice B

Covarianza e correlazione

B.1 La covarianza

Per due variabili casuatiedy si definisce laovarianzache si indica con uno
dei due simboli Cofx,y) o Kyy, nel seguente modo:
covxy) = E{x—E(Ily—EW))} = E(9) ~EXEW)
Per provare 'equivalenza delle due forme, basta osservate che
Covx,y) = E{x—E(]ly—E(y)]}
=3 Pib—E)] [yi —E()]
= Zil Rixyj — E(X) ZU Rjyj — E(y) Zij Rjxi +
+EXEW) 3P
=E(xy) - E() Y ;aiyi — EY) Y pix + E(XE()
=E(xy) - E(XE(Y)
ricordando alcune relazioni gia ricavate nel capitolo 5, e valide per variabili casuali
qualunquein particolare, ancheonstatisticamente indipendenti.

E’ chiaro come per variabilstatisticamente indipenderia covarianza sia
nulla: infatti per esse vale la

E(y) = Y Rixyi = Y pigixyj = E(X)E(y)

INel seguito useremo per la varianza, per le probabilita di ottenere i vari valog; e cosi
via, le stesse notazioni gia introdotte nel capitolo 5.
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Possiamo ora calcolare la varianza delle combinazioni lineari di due variabili
casuali qualunque, estendendo la formula gia trovata nel capitolo 5 nel caso par-
ticolare di variabili statisticamente indipendenti; partendo ancora da due variabili
x ey con media zero per semplificare i calcoli, per la loro combinazione lineare
z=ax+ byvalgono le:

E(z = aE(x)+bE(y) =0
Cov(xy) = E(xy)—E(X)E(y) = E(xy)
var(z) = E{[z— E(z)]z}
= E[(ax+by)?

= Dii Rij(ax + byj)?

= @Y Rix?+ Y Ryi® + 2abY Rixy
= &3, px’ + by aiy;® + 2abE(xy)

= a?Var(x) +b?Var(y) + 2abCov(x,y)

Questa si estende immediatamente a variabili casuali con media qualsiasi:
introducendo ancora le variabili ausiliarie

E=x—E(x ed n=y-E(y)
per le quali gia sappiamo che valgono le
E() =E() =0
Var(§) = Var(x) e Var(n) = Var(y)

Basta osservare infatti che vale anche la

Couxy) — E{Ix—EM]ly—E()]} ~ Cov(&n)

B.2 Correlazione lineare

Per due variabili casuali qualunque si definisce pebitfficiente di correla-
zione lineareCorr(x, y) (0 pxy, 0 semplicementg) come
Cov(x, Cov(x,
by = Cor(xy) = Vxy) _ Cov(xy)
Var(x) Var(y) Ox0y
Il coefficiente di correlazione di due variabili € nullo quando le variabili stesse
sono statisticamente indipendenti, ed & comunque compreso tra i due limiti -1 e
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+1; quest'ultima proprieta si puo dimostrare calcolando la varianza della varia-
bile casuale = oyx— oxy ed osservando che essa deve essere una quantita non
negativa:

Var(2) 0y Var(x) ++ 0,2 Var(y) — 20x Gy Cov(x,y)
2Var(x) Var(y) — 20x0y Cov(x,y)

>0

da cui
Cortfx,y) <1
Compiendo analoghi passaggi sulla oy x+ oxy si trova poi che deve essere
anche Corfx,y) > —1.
Se il coefficiente di correlazione lineare raggiunge uno dei valori estteimi
risulta Varz) = 0 e dunque deve essere

Z = OyXFOxy = E(2) = costante

cioex edy devono essere legati da una relazione funzionale diitipare
Vale anche l'inverso: partendo infatti dall'ipotesi che valgg ta a-+ bx, con
b finito e non nullo, ne consegue che

E(y) = a+bE(x)
Var(y) = b?Var(x)
E(x E(ax+bx?) = aE(x)+bE(x?)
Cov(xy) = E(xy) —E(X)E(Y)
— aE(x)+bE(®) —E(x)[a+bE(X)]
= b{EC®) -[EXF}
= bVar(x)
Cov(x,y)
Var(x) Var(y)
bVar(x)
b2[Var(x)]?
b

- 2ol
b

<
I

Corr(x,y) =

Il segno del coefficiente di correlazione € quello del coefficiente angolare della
retta. Sono da notare due cose: innanzi tutto il rapploftb| perde significato
quandob = 0 o quandd = o, cioé quando la retta & parallela ad uno degli assi
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coordinati: in questi cask(= cost. oy = cost.) una delle due grandezze non & in
realta una variabile casuale, e I'altra & dunque indipendente da essa; € facile vedere
che tanto il coefficiente di correlazione tray quanto la covarianza valgono zero,
essendde(xy) = E(x) E(y) in questo caso.

Anche quando esiste una relazione funzionale esatteetya se questa non &
rappresentata da una funzione lineare il coefficiente di correlazione non raggiunge
i valori estremi+1; per questa ragione appunto esso si chiama “coefficiente di
correlaziondineare'.

B.3 Applicazione all'interpolazione lineare

Riprendiamo adesso il problema dell'interpolazione lineare, gia discusso nel
capitolo 8: si sia cioé compiuto un numeadi misure indipendenti di coppie di
valori di due grandezze fisicheey, tra le quali si ipotizza che esista una relazione
funzionale di tipo lineare data de= a+ bx

Supponiamo inoltre che siano valide le ipotesi esposte nel paragrafo 8.2.1; in
particolare che lg; siano prive di errore, e che ygsiano affette da errori normali
e tutti uguali tra loro.

Sebbene i valori della siano scelti dallo sperimentatore e privi di errore, e
non siano pertanto variabili casuali; e sebbene la variabilita eleedovuta non
solo agli errori casuali di misura ma anche alla variazione deliatroduciamo
ugualmente in maniera puramente formale le medie e le varianzeNteglori x;
ey, date dalle espressioni

7o 32X _3=%® _ 35X
=4 e Var(x) = <=0 =4 X2
(e simili per lay); e la covarianza di ey, data dalla

Xi —
Cov(x,y) = % -X

Queste grandezze permettono di riscrivere le equazioni risolutive del problema
dell'interpolazione lineare per un insieme di dati, che abbiamo gia incontrato nel
paragrafo 8.2.1 a pagina 75, nella forma

a + bx =y
ax + bVar(x)+x] = Cov(xy)+Xy

Ricavando dalla prima equazioae- y— bx e sostituendo nella seconda, dopo

aver semplificato alcuni termini si ottiene la soluzione

Cov(xy) _ [Var(y)
b= Na) Corr(x,y) Var(x)
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La retta interpolante ha quindi equazione
y=a-+bx=(y—bx) + bx o anche (y—y) =b(x—X)

in cuib ha il valore su scritto.
Introduciamo ora le due variabili casuali ausiliafie- x—Xen =y—y, per
cui valgono le _
£=0 e Vai(&) = Var(x)

(ed analoghe per edy), e la
Cov(§,n) = Cov(x,y)

Indichiamo poi cory;'il valore dellay sulla retta interpolante in corrispondenza
dell'ascissag:
Ji = at+bx = y+b(x—X)
e cong; la differenzay;—y;. Risulta che

352 = y{wrbx—0l-n}
= 3 (b&—ni)’
= bzz£i2+zﬂi2*2bziiﬂi
= NPPVar(g) + NVar(n) — 2NbCov(&,n)
— NIBPVar(x) + N Var(y) — 2NbCov(x,y)

2

= NVar(x) [%&)y)] +NVar(y) — 2N C\Zg{;; ) Cov(x,y)
2

- n{vary - Epted)

= NVar(y) (1-r?)

in cuir ¢ il coefficiente di correlazione lineare calcolato usando il campione dei
valori misurati dix ey.

Visto che quest'ultimo, nel calcolo dell'interpolazione lineare fatto con le cal-
colatrici da tasca, viene in genere dato come sottoprodotto dell’algoritmo, la sua
conoscenza permette (usando questa formula) di ottenere facilmente I'errore a
posteriori sulle ordinate interpolate (studiato nel paragrafo 8.2.2):

2
b= 205 = s ) - 2)
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oltre a fornire una grossolana stima dell’allineamento dei punti; quanto pitl infatti
esso € rigoroso, tanto pitsi avvicina at-1.

Il valore py dell’errore rappresenta sempre anche una stima dell'allineamen-
to dei punti, a differenza del coefficiente di correlazione lineare, per euit1
implica allineamento perfetto, ma non inversamente: potendo essere ad esem-
pio (punti su di una retta parallela allasgpr = 0 e Vafy) = 0 ancora con
allineamento perfetto.

E’ opportuno qui osservare cheon € il coefficiente di correlazione fra gli
errori delle grandezza edy; infatti, per ipotesi, lax non & affetta da errore e,
se pur lo fosse, la correlazione fra gli errori sarebbe nulla qualora ciasguna
fosse misurata indipendentemente dalla corrispondgrde altrimenti, sarebbe
tanto pitl prossima ai valori estremil quanto maggiore fosse il numero di cause
d’errore comuni alle misure die diy.

Invecer € il coefficiente di correlazione per I'insieme dei punti aventi coor-
dinate date dalle coppie di valori misurati, e nell'ipotesi di effettiva dipendenza
lineare delle grandezzeedy sarebbe sempre rigorosamente uguatelase non
intervenissero gli errori sperimentali.

Appendice C

La distribuzione binomiale

Consideriamo un evento casuale ripetitile avente probabilita costante
di verificarsi; indichiamo corg = 1 — p la probabilita del non verificarsi dt
(cioé la probabilita dell’evento complementdtg Vogliamo ora determinare la
probabilitaP(x; N) che inN prove ripetuteE si verifichi esattamentevolte (0<
X< N).

L'evento casuale costituito dal presentarskdberx volte (ed ovviamente dal
presentarsi dE per le restantN — x) & un evento complesso che puo verificarsi
in diverse maniere, corrispondenti a tutte le diverse possibili sequenze di successi
e fallimenti; queste sono ovviamente mutuamente esclusive, ed in numero pari a
quello delle possibili combinazioni 8 oggetti ax ax, che vale

N!
&= X (N=x)!

Essendo poi ognuna delle prove statisticamente indipendente dalle altre (infatti
la probabilita diE non cambia di prova in prova), ognuna delle possibili sequenze
di x successi edll — x fallimenti ha una probabilita di presentarsi che valgN—;
in definitiva

P(X' N) _ N! XN—X
T X(N=X)! P

Questa distribuzione di probabili®(x; N) per una variabile casuale discreta
x si chiamadistribuzione binomiale di Bernoulli; vogliamo ora determinarne
alcune costanti caratteristiche.

Verifichiamo per prima cosa che vale la condizione di normalizzazione: sfrut-
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tando la formula per lo sviluppo delle potenze del binomio, risulta

S PoN) = 3 — N v = (prg = 1
x;, : X;x!(fo)!pq pra” =

Vogliamo ora calcolare il valor medio della variabid¢ossia il numero medio
di successi i\ prove): a questo scopo introduciamo innanzi tutto la variabile
casualey;, che rappresenta il numero di successi nietéaima delleN prove ese-
guite. E’ chiaro chg; pud assumere i due soli valori 1 (con probabitij& 0 (con
probabilitag); il suo valor medio & percio

E(yi) = 1-p+0-a=p
e la sua varianza
2 2 2
Var(yi) = E(yi )f[E(y\)] =1-p+0-q—p* = p(1-p) = pq
osservando che ancly? puod assumere i due soli valori 1 e 0, sempre con le

probabilita rispettivep e g. Il numero totalex di successi nell&l prove € legato
alle variabili casualy; dalla

N

Risulta quindi

E(x) = E(gm> = iiE(yi) = Np

La varianza della distribuzione binomiale vale poi

Var(x) = Var(im) = ivar(y.) = Npq

Come é evidente anche dalla figura, se il numero di preesufficientemen-
te elevato la distribuzione binomiale & bene approssimata da una distribuzione
normale avente la stessa meblip e la stessa varianipg
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0.15
. o N=50, p=0.2
4 N=50,p=05
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Figura C.1: La distribuzione binomiale, per un numero di prive 50 e due
differenti valori della probabilitgp.
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Appendice D

La distribuzione di Poisson

Consideriamo il seguente problema: #aun evento casuale che avvenga
rispettando le seguenti ipotesi:

1. La probabilita del verificarsi dell'event® in un intervallo di tempbmol-
to piccolo (al limite infinitesimo)dt & proporzionale alla durata di tale
intervallo.

2. Il verificarsi o meno dell’evento in un certo intervallo temporale ¢ indipen-
dente dal verificarsi o meno dell’evento prima o dopo di esso.

3. La probabilita che piu di un evento si verifichi in un tempo infinitesiiho
¢ infinitesima di ordine superiore rispettala

Vogliamo ora, sotto queste ipotesi, ricavare la probal{xgt) che in un in-
tervallo di tempo finito, di duraty si verifichi esattamente un numero prefissato
di eventiE. Usando questa simbologia, la prima ipotesi fatta sul processo casuale
in esame si scrive

P(1,dt) = Adt = P(0,dt) = 1—Adt

1Sebbene ci si riferisca, per esemplificare le nostre considerazioni, ad un prezegsvale

(e si faccia poi I'esempio del numero di decadimenti in un intervallo costante di tempo per una
sostanza radioattiva come quello di una variabile casuale che segue la distribuzione di Poisson),
gli stessi ragionamenti naturalmente si applicano anche a fenomeni fisici riferiti ad intervalli di
differente natura, per esempio di spazio.

Cosi anche il numero di urti per unita di luregza delle molecole dei gas segue la distribuzione
di Poisson (se si ammette che la probabilita di un urto nel percorrere un intervallo infinitesimo di
spazio sia proporzionale alla sua luegha, ed analogamente per le altre ipotesi).
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e, viste le altre ipotesi ed applicando in conseguenza i teoremi delle probabilita
totali e composte, la probabilita di avexreventi in un intervallo di tempo lungo
t+dt & data, a meno di infinitesimi di ordine superiore, da

POt+dt) = P(x—1,t)P(L,dt) +P(xt) P(0,dt)
= P(x—L,t)Adt+P(xt) (1 Adt)

cioé

P(x,t +dt) — P(x,t d
POst+d0—POGD _ d by — apxt) + APx—1,0)
dt dt
Ora, quandx = 0, essendo chiaramente nulla la probabilita di avere un nu-
mero negativo di evenk in un tempo qualsiasi, risulta in particolare

d
gt P(0,t) = —AP(0,t)

da cui
P(O,t) = ™

(la costante di integrazione si determina imponendoR{{#e0) = 1). Da questa
relazione si puo ricavai®(1,t) e, con una serie di integrazioni successR(g, t):
risulta
A xe
P(x,t) = < €
In questa espressione I'unica variabile casuale,tefunge da parametro: se
introduciamo la nuova costante= At, possiamo scrivere

aX
P(x) = ge’“

Questa distribuzione di probabilita per una variabile casuale (disorpta)-
de il nome didistribuzione di Poissarsegue questa distribuzione, ad esempio, la
variabile casuale che indica il numero di decadimenti in una certa massa di sostan-

za radioattiva in un dato tempo, processo questo per il quale risultano soddisfatte
le tre ipotesi di partenza. Verifichiamo ora la condizione di normalizzazione:

00 X
a o

oo
P(x) = €~ — =% =1
XZD () X=l X!
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(riconoscendo nella sommatoria I'espressione di uno sviluppo in serie di Mac
Laurin della funzione esponenziale). Calcoliamo poi il valor media di

E(x) =

Nei passaggi si € prima osservato che il primo termine della sommateria (
0) & nullo, e si & poi introdotta la nuova variabyle- x— 1. Troviamo ora il valor
medio dix?: con passaggi analoghi, si ottiene

E(x) = Zoxzu: e

X=
ox-1

4o
- uX;[(x—l)Jrl] me’“

e b +wp
= a

[yzuy (y) + 2 (y)]
= a(a+1)

La varianza dk risulta allora anch’essa data da
2
Var(x) = E (x%) — [E(x)] =a@+1)-a® =a

Anche la distribuzione di Poisson & bene approssimata da una distribuzione
normale quanda & abbastanza elevato.
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Figura D.1: La distribuzione di Poisson, per tre diversi valori del valor medio

Appendice E

Il modello di Laplace e la
gaussiana

Pensiamo di eseguire una misura di una grandezza fisica (il cui valor vero
indicheremo con il simbola*), e siax il risultato ottenuto; in generabeé diver-
so dax* per la presenza degli errori di misura, che supporremo siano di natura
puramente casuale.

Questi errori casuali di misura possono essere schematizzati come un insieme
estremamente grande, al limite infinito, di disturbi contemporanei molto piccoli,
al limite infinitesimi, ognuno dei quali tende ad alterare di pochissimo il risultato
della misura; si considerino in particolare le seguenti ipotesidello semplificato
di Laplace per gli errori di misurg

1. Ognuna delle cause di disturbo presenti introdurra nella misu-
ra una variazione rispetto al valor vero di modulo fiss@on
uguale probabilita in difetto o in eccesso.

2. Ognuna delle variazioni nella misura dovute a queste cause di
disturbo é statisticamente indipendente dalle altre.

Ognuna delleN cause indipendenti di disturbo produce quindi la variazione
-++& con probabilitép = % oppure—¢ con probabilitg=1—p= %; seMtraleN
perturbazioni sono positive (e le altke— M negative), il valore osservato sara

X = X' +Me— (N—M)e = x* +(2M —N)e

La probabilita di un dato valore diil sulleN prove & data dalla distribuzione
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binomiale (vedi appendice C), e vale
N — N! MN-M
PIMIN) = =y P 9

Il valor medio diM e dato daN p, e la sua varianza ddpg Indichiamo poi
con il simboloA lo scarto diM dal suo valor medio

M =Np+A

In corrispondenza al variare ¥ tra 0 edN, A varia trai limiti —Npe +Ng;
risulta poi anche
N—M = N—Np—A = Ng-—A
e la probabilita di ottenere un certo valore\dsuN prove vale

N!

PN = Mo (Ng= A

pN p+)\qu—)\

Valor medio e varianza di valgono

Var(A) = Var(M) = Npq

L'andamento generale della probabilita in funziond/si puo trovare consi-
derando il rapporto tra i valori d? che corrispondono a due valori successivi di
M:

PM+LN) N pMHQN-M-1 MmN M)
P(M;N)  (M+1)I(N—M—1)! NI pMq\-™M
_ N-Mp
T M+ilgq

P(M;N) risultera minore, uguale o maggiore B{M + 1;N) a seconda che
(M+1)q risulti minore, uguale o maggiore (i — M) p; ossia, essendp-+q=1,
a seconda chi®l sia minore, uguale o maggiore Nip— g.

Insomma, chiamatg il pit piccolo intero non minore d\ p— g, la sequenza
di valori P(0;N),P(1;N),...,P(1; N) & crescente, mentre quella dei valdj1 +
1;N),P(u+2;N),...,P(N;N) & decrescente. Il massimo valore della probabilita
si ha in corrispondenza ad un intgrehe soddisfi la

Np—q< U< Np—g+1=Np+p
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e che e unico, salvo il caso che i due estremi dell’'intervallo siano entrambi numeri
interi: in questo caso si hanno due valori massimi, uguali, in corrispondenza di
entrambi. Concludendo: il caso pit probabile € che I'evénhtd presenti in una
sequenza dN prove N p volte, ed il valore diA con la massima probabilita di
presentarsi & 0.

Cerchiamo ora di determinare se esiste e quanto vale il limite della probabilita
di ottenere un certo risultato al crescere indefinito del numero delle prove. Per
ottenere questo, introduciamoftarmula approssimata di De Moivre e Stirlihg
per il fattoriale:

NI = NNeNVZIN(1+en) ~ V2NVt eN

1
< _—
0<en< 1IN

E’ lecito trascurare il resten quando I'argomento del fattoriale & elevato: per
N = 10 I'errore commesso € gia inferiore all'1%. Per usare la formula di De
Moivre e Stirling nel nostro caso, sviluppiamo

(Np+A)! ~ V2I(Np+A)NPH+E e NP2

= \/Er(1+ A

red
AP heprfA(Np)prr%
Np,

e, similmente,

A\ Na-A+E N

(Ng—A)! ~ \/2?(17 m) e NI (Ng)NHM3
Queste approssimazioni sono valide quando gli argomenti dei fattotadi;

A eNg A, sono abbastanza grandi: cioé quaiduon € vicino ai valori limite

—Np e Ng; accettata la loro validita (e ritorneremo su questo punto tra poco),

sostituendo si ha

1
PAIN) = — o (14 s
(i) s/2TlNPQ( Np, Ng

Questa espressione e certamente valida quiiamn & troppo grande, e per
A = 0 fornisce la probabilita del valore medioldi (M = N p), che risulta

A )f(Nm-H%) (1 A )f(quH%)

PON) = 2

Per la dimostrazione, vedi ad esempio: G. Castelnuovo - Calcolo delle probabilita
(Zanichelli), in appendice.
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Questa probabilita tende a zero comie/N al crescere dN; dato che la som-
ma delle probabilta relative a tutti i casi possibili deve essere 1, si deve concludere
che il numero di valori d\ per cui la probabilita non € trascurabile rispetto al suo
massimo deve divergere coméN al crescere dN, sebbene il numero di tutti i
possibili valori (che & + 1) diverga invece comi.

L'espressione approssimata ®iA; N) non & valida per valori d\ prossimi
agli estremih = Npe A= Ng (€ infatti divergente); tuttavia tali valori hanno
probabilita infinitesime di presentarsi al crescerdldinfatti P(—Np;N) = gV e
P(Ng;N) = pV, ed entrambi tendono a zero quariddende all'infinito essendo
sia p cheq inferiori all'unita.

Concludendo: la formula approssimata da noi ricavata & valida gia per valori
relativamente piccoli dN, e perN molto grande si puo ritenere esatta per tutti
i valori dello scartaA con probabilitd non trascurabile di presentarsi, valori che
sono mediamente dell'ordine dell’errore quadratico megdépq e che quindi
divergono solo comg/N. Consideriamo ora il fattore

e (lJrL)*(NPJrH%] (1,L)7(NG7H%)
Np Nq

che nell’espressione approssimat#(li; N) moltiplica il valor massimd®(0;N),
e se ne prenda il logaritmo:

1 A 1 A
logk = — (Np+)\+§) Iog(1+N—p) - (Nq—)\+§) log (l—m)

Ora, poiche sia /N pche)/Ngsono in modulo minori dell'unita (salvi i due
casi estremi, di probabilita come sappiamo infinitesima), si possono sviluppare i
due logaritmi in serie di Mac Laurin:

2 3 ¥
X2 X
log(1+x) :x—§+§—j+---

Il primo termine di log diventa

(o) (2 gt o ) -
2)\Np 2N2p? " 3N3p3
— A (ﬁ,ﬁ),(L,L+L)+_“
2Np Np 3N2p2  2N2p2 " 2Np
% A A3

2Np 2Np TengR T
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ed il secondo

—(Ng=»x L\(_A ¥ N —
=M 5 )\ Na~ 2NeE T 3N =

A2 A A3

=2 oNg T Ng N

e sommando si ottiene

ogee M A (1 1y A1 1y
9K = 2Npg 2N\p g/ 6N2\p?2 ¢

Da questo sviluppo risulta che il solo termine che si mantiene finito al diver-
gere diN, e per valori diA dell'ordine di/Npg € il primo; gli altri due scritti
convergono a zero comé ¥N, e tutti gli altri omessi almeno come/il.

In conclusione, per valori dello scarto per cui la probabilita non € trascu-
rabile (grosso modg\| < 3,/Npg), al divergere diN il logaritmo di k & bene
approssimato da

2
2Npq
e la probabilita dello scarto dalla mediala

logk =~ —

1 12
P(\) & —e———€ 2N
/2N pq
Per la variabileM sara invece
1 _1(M-Np2
N g2 Npq-
/2N pqg

Nel caso particolare del modello semplificato di Laplace per gli errori di mi-
sura,p=q= % e pertanto i termini di ordine /&/N sono identicamente nulli:
I'approssimazione & gia buona pée> 25; nel caso generafe+ g, essa e invece
accettabile peN pg> 9. Introducendo lo scarto quadratico medidvtle diA

o=+/Npq

P(M)

I'espressione si puo scrivere

che ¢ la celebriegge normal® di Gauss
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Tornando ancora al modello semplificato di Laplace degli errori di misura, il
risultatox ha uno scarto dal valor vero che vale

x—x" = g(2M—N) = g(2Np+2\—N) = 2eA
e possiede varianza
0x% = Var(x—x") = 4€?Var(A) — 4¢%c?
La probabilita di un certo risultato= x* + 2¢A vale infine
1 3% 2 % 302y
o2 Oxy/ 21
La x & una grandezza discreta che varia per multipk;dnel limite su ac-
cennato diventa una variabile continu&(e) & infinitesima core perdendo cosi
significato; si mantiene invece finita la densita di probabilita, che si ottiene di-
videndoP(x) per 'ampiezza £ dell'intervallo che separa due valori contigui di
X
P(x) 1 i)
f(x) = ==~ = e 2\ "o
& 2¢ Oxy/21
ed ha infatti le dimensioni fisiche dj/y, ovvero di ¥x.
Al medesimo risultato pef(x) si perverrebbe anche nell'ipotesi piti generale
che gli errori elementari siano distribuiti comunque, ed anche diversamente I'uno

dall’altro, purché ciascuno abbia una varianza dello stesso ordine di grandezza
degli altri ed infinitesima al divergere del numero delle cause di errore.

PX) = P(A) =~

Appendice F

La verifica delle ipotesi

Una volta eseguita una misura si pud voler controllare se i nostri risultati pos-
sono confermare o rigettare una determinata ipotesi riguardante il fenomeno fisico
che li ha prodotti; naturalmente, visto che risultati di una misura comunque lontani
dal valor vero sono sempre possibili (eventualmente con probabilita molto picco-
le), una qualunque ipotesi sulla grandezza fisica misurata potra essere confermata
o rigettata dai dati solo ad un certo livello di probabilita.

F.1 Compatibilita con un valore prefissato

Per cominciare, si potrebbe voler controllare se un determinato valore nu-
merico a priori attribuibile alla grandezza fisica in esame € o non & conferma-
to dai risultati della misura; cioe se quel valore &€ o nonoénpatibilecon i
nostri risultati—piu precisamente, a che livello di probabilita (o, per usare la
terminologia statistica, a chizello di confidenzpé con essi compatibile.

Ammettiamo che gli errori di misura seguano la legge normale; sappiamo
che la probabilita per il risultato di cadere in un qualunque intervallo prefissato
dell'asse reale si pud calcolare integrando la funzione di Gauss fra gli estremi
dell'intervallo stesso. Riferiamoci per comodita alla variabitarto normalizzato

_x-E(x
T o

t

che sappiamo gia dal paragrafo 6.4 essere distribuita secondo una legge che &
indipendente dall’entita degli errori di misura.
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Se fissiamo arbitrariamente un numero positiypossiamo calcolare la pro-
babilita che si verifichi I'evento casuale consistente nell'ottenere, in una partico-
lare misura, un valore diche in modulo superi; come esempio particolare, le
condizioni|t] > 1 o t| > 2 gia sappiamo che si verificano con probabilita rispetti-
vamente del 31.73% e del 4.55%, visto che l'intervallb< t < 1 corrisponde al
68.27% dell'area della curva normale, e queld < t < 2 al 95.45% .

Se consideriamo poi un campioneNimisure, avente valor medioe prove-
niente da questa stessa popolazione di variaza immediato capire come la
variabile

soddisfera a queste stesse condizioni: accadra cioé nel 31.73% dei ciassizche
maggiore dit = 1, e nel 4.55% dei casi chg sia superiore a=2.

Per converso, se fissiamo arbitrariamente un qualunque valore ammiBsibile
per la probabilta, possiamo calcolare in conseguenza un numéate che la
probabilita di ottenere effettivamente da un particolare campione un valore dello
scarto normalizzatb superiore ad esso (in modulo) sia data dal nunieréd
esempio, fissato un valore del 5% Beiil limite pert che se ne ricava®= 1.96:

insomma 16
/+ L e _o0s
~196 /21
e solo nel cinque per cento dei casi si ottiene un valoteké supera (in modulo)
1.96.

Se si fissa per convenzione un valore della probabilita che indichi il confine
tra un avvenimento accettabile ed uno inaccettabile nei limiti della pura casualita,
possiamo dire che I'ipotesi consistente nell’essere un certo numero il valor vero
della grandezza misurata sara compatibile o incompatibile con i nostri dati a se-
conda che lo scarto normalizzato relativo a tale numero sia inferiore o superiore
al valore dit che a quella probabilita corrisponde; e diremo che la compatibilita
(o incompatibilita) & riferita a quel certo livello di confidenza prescelto.

La difficolta & che tutti questi ragionamenti coinvolgono una quantita numerica
(lo scarto quadratico medio) relatiadla popolazionee per cio stesso in generale
ignota; in tal caso, per calcolare lo scarto normalizzato relativo ad un certo valore
numericog non possiamo che servirci, in luogodlj della corrispondentstima
ricavata dal campions;

X
t=->_"

VN
e quindi si deve presupporre di avere un campione di dimensioni tali che questa
stima si possa ritenere ragionevole, ossia sufficientemente vicina ai corrispondenti
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valori relativi alla popolazione a meno di fluttuazioni casuali abbastanza poco
probabili.

In generale si ammette che almeno 30 dati siano necessari perché questo av-
venga; in corrispondenza a tale dimensione del campione I'errore della media
circa 5.5 volte inferiore a quello dei dati, e I'errore relatives@ approssimativa-
mente del 13%.

Bisogna anche porre attenzione alla esatta natura dell'ipotesi che si intende
verificare. Per un valore limite di = 1.96 abbiamo visto che il 95% dell'area
della curva normale & compreso tra e +1: superiormente &1 si trova il 2.5%

di tale area; ed anche inferiormente a se ne trova un'altra porzione pari al
2.5%.

Se l'ipotesi da verificare riguardaelssere differenti tra loralue entita (il pre-
supposto valor vero della grandezza misurata e la media aritmetica dei nostri dati,
nell'esempio precedente) quel valorerdiorrisponde in effetti ad una verifica re-
lativa ad un livello di confidenza del 5%(o-tailed tesy, ma se I'ipotesi riguarda
I'essere un valore numericuperiore(od inferiore) alla nostra media aritmetica
(ad esempio, i dati misurati potrebbero essere relativi al rendimento di una mac-
china, e si vuole verificare I'ipotesi che tale rendimento misurato sia superiore ad
un valore prefissato), allora un limite= 1.96 corrisponde in effetti ad un livello
di confidenza del 2.5%ofe-tailed test nell’esempio fatto, soltanto I'intervallo
[—o0, —T] deve essere preso in considerazione per il calcolo della probabilita.

Alcuni limiti relativi a diversi livelli di confidenza si possono trovare nelle
tabelle F.1e F.2.

PO | T u_ |
10.0|[ 1.64485| 1.28155
5.0 1.95996| 1.64485
2.0 || 2.32635| 2.05375
1.0 || 2.57583| 2.32635
0.5 2.81297| 2.57583
0.2 || 3.09023| 2.87816
0.1 3.29053| 3.09023

Tabella F.1: Alcuni valori della probabilit® e dei corrispondenti limitt sullo
scarto normalizzato, per verifiche two-tailed)(o one-tailed(y).
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TP (%) | P1(%)
0.5 61.708] 30.854
1.0 | 31.731| 15.866
15| 13.361| 6.681
20| 4550| 2275
25| 1.242| 0621
3.0| 0270| 0.135

Tabella F.2: | valori della probabilita per verifiche two-tailé®) ed one-tailed
(Py) che corrispondono a valori prefissati dello scarto normalizzato

F.2 La compatibilita di due valori misurati

Un altro caso frequente e quello in cui si hanno a disposizione due campioni di
misure, e si vuole verificare I'ipotesi statistica che essi provengano da popolazioni
aventi lo stesso valor medio; un caso particolare & quello dell'ipotesi consisten-
te nell’essere i due campioni composti da misure della stessa grandezza fisica,
che hanno prodotto differenti stime come effetto della presenza in entrambi degli
errori, che assumiamo ancora seguire la legge normale.

Siano ad esempio un primo campioné\dinisurex;, ed un secondo campione
di M misurey;; indichiamo conx'e yle medie dei due campioni, car e oy le
varianze delle popolazioni da cui tali campioni provengono, e&enx —y la
differenza tra le due medie.

Sappiamo gia che i valori medi e le varianze delle medie dei campioni sono
legati ai corrispondenti valori relativi alle popolazioni dalle

E(X) =E(X) ) E(y) =E(y)
e 2 2
Var(X) = % ' Var(y) = %

per cui risultera, se i campioni sono tra loro statisticamente indipendenti e se si
ammette valida I'ipotesi (da verificare) che abbiano la stessa media,

E(8) = E(x—y) =E(¥ —E(y) =0

- 0l oy
Var(d) = Var(x—y) = —— + ——
(8) = Var(x-7) ~ 2+ 2
Inoltre, essenda, y (e quindid) combinazioni lineari di variabili normali, se-

guiranno anch’esse la legge normale; e la verifica dell'ipotesi che i campioni pro-
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vengano da popolazioni aventi la stessa media si traduce nella verifica dell'ipotesi
ched abbia valor vero nullo.

Tale verifica, essendd distribuita secondo la legge normale, si esegue co-
me abbiamo visto nel paragrafo precedente: si fissa arbitrariamente un valore
del livello di confidenza, si determina il corrispondente valore limite degli scarti
normalizzati, e lo si confronta con il valore di

5—E(3)
05

Ovwviamente vale anche qui I'osservazione fatta nel paragrafo precedente: non
conoscendo le varianze delle popolaziogi oy, siamo costretti ad usare in loro
vece le stime ottenute dai campiosi,eds; e questo si ammette generalmente
lecito quando la dimensione di entrambi i campioni & almeno pari a 30.

F.3 | piccoli campioni e la distribuzione di Stu-
dent

Solo per completezza, accenniamo alla verifica di ipotesi statistiche mediante
piccoli campioni; ovvero campioni costituiti da un numero di dati cosi esiguo
da farci ritenere che non si possa ottenere da essi con ragionevole probabilita
una buona stima delle varianze delle rispettive popolazioni (sempre pero supposte
normali).

Indicando conxTa media aritmetica di un campione di dimensidhestratto a
caso da una popolazione normale, e stanstima della varianza della popolazione
ottenuta dal campione stesso, cioé

e definita la variabile

si puo dimostrare che la funzione densita di probabilita relativa alla variabile
casuald é data dalla

f(tN) =

(distribuzione di Studeht
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05
- - Student, N=2
77777 Student, N=4
Gauss

Figura F.1: La distribuzione di Student pdr= 2 edN = 4, confrontata con la
funzione normale.

F.4. LA DISTRIBUZIONE DELX? 115

Il coefficienteTy € una costante che viene fissata dalla condizione di norma-
lizzazione; s\ viene poi fatto tendere all'infinito il denominatore della funzione
tende ae‘z/z, e dunque la distribuzione di Student tende alla distribuzione normale
(con media O e varianza 1). Anche la forma della funzione ricorda molto quella
della Gaussiana, come appare evidente dalla figura F.1.

Se i campioni a disposizione non hanno dimensioni accettabili, una volta cal-
colato lo scarto normalizzato relativo alla differenza tra la media di un campione
ed un valore prefissato, o tra le medie di due campioni (cosi come indicato nei
due paragrafi precedenti), occorrera confrontare il suo valore con i limiti degli in-
tervalli di confidenza relativi alla distribuzione di Student e non alla distribuzione
normale: limiti che si trovano tabulati in vari testi di statistica

F.4 Ladistribuzione del x?

Se leN variabili casualix;, tra loro statisticamente indipendenti, sono distri-
buite secondo la legge normale con media 0 e varianza 1, si puo dimostrare che la
nuova variabile casuale N

X= zlxﬁ
i=

(ovviamente non negativa) & distribuita con una densita di probabilita data dalla
dp
dx
(distribuzione del chi-quadiola costant viene fissata dalla condizione di nor-
malizzazione, ed il parametiprende il nome diumero di gradi di libertadella
distribuzione.
Il valor medio e la varianza di una variabile casuale distribuita corx@alN
gradidi liberta sono, come si potrebbe trovare integrando le opportune espressioni,
E(X) =N e var(X) = 2N
Inoltre si puo dimostrare che, quantibassume valori sufficientemente grandi,
la distribuzione de? & ben approssimata da una distribuzione normale avente la
stessa medidl e la stessa varianza\2 tale approssimazione si puo ritenere in
pratica gia buona quandb e superiore a 30.
Owviamente, se l& sono variabili casuali indipendenti e provenienti da una
stessa distribuzione normale con megivarianzas?, la nuova variabile casuale

N N2
X 21 <><< u)
< o
is
1Ad esempio in una delle appendici di: Spiegel - Probabilita e statistica - Collana Schaum,
Etas-Kompass editrice.

FXGN) = KxX(3-2)e %
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zZzzzZzZ
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P aOwN P

o

15 20

Figura F.2: La distribuzione dgf per alcuni valori del parametid.
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& distribuita come ik? aN gradi di liberta.

E’ immediato poi, sulla base della definizione, capire ches seY sono due
variabili casuali indipendenti distribuite comexf conN ed M gradi di liberta
rispettivamente, la loro somn#a= X +Y € una variabile casuale ancora distri-
buita come ilx?, perd conN +M gradi di liberta fegola di somma dex?). Si
potrebbe analogamente dimostrare (sempre a riguardo della s@mmé + Y
di due variabili casuali indipendenti), che Zeed X seguono la distribuzione del
X2, adN + M edNgradi di liberta rispettivamente, la terza variabileleve essere
distribuita come ilx? adM gradi di liberta.

Ora, supponiamo che g (coni = 1,...,N) siano variabili casuali indipen-
denti distribuite secondo la legge normale con media 0 e varianza 1, ed indichiamo
al solito conxTa loro media aritmetica; vogliamo dimostrare ora che la variabile
casuale

N
X=3 i %)?
(=
& distribuita come ik% conN — 1 gradi di liberta. A questo scopo introduciamo
la variabile ausiliaria N
_ 1
Y=x/N=-"2-Yx%
W

che ha, come si puo facilmente calcolare applicando le formule gia ricavate nel
capitolo 5, anch’essa distribuzione normale con media O e varianza 1: risulta

i(x‘—ﬂz - imtwfz
i= \E

= Elx.z—Y2
=

N N
zlx‘zz.zl(xi —R2 Y2

Ora, nell'espressione precedente, il primo termine & distribuito coxredl
N gradi di liberta, mentrér2 & distribuito come ifx? ad un grado di liberta; si
potrebbe dimostrare ch¥ edY sono tra loro statisticamente indipendenti e da
questo consegue, tenendo conto di quanto prima affermato, la validita della nostra
tesi.

In generale, se Iy provengono tutte da un’unica popolazione normale avente
varianzao?, la variabile casuale

=5 (5

per cui




118 APPENDICE F. LA VERIFICA DELLE IPOTESI

& ancora distribuita comey? aN — 1 gradi di liberta.

E’ interessante confrontare questa formula con quella precedentemente ricava-
ta, e riguardante la stessa espressione in cui pero gli scarti erano calcolati rispetto
alla media della popolazione nel primo caso la distribuzione era ancora quella
delx2, ma conN gradi di liberta: riferendoci alla media del campione i gradi di
liberta diminuiscono di una unita.

Questo & conseguenza di una legge generale, secondo la quale il numero di
gradi di liberta da associare a variabili che seguono la distribuziong?detiato
dal numero di termini sommati (qiN, uno per ogni determinazione indipendente
;) diminuito del numero di parametri che compaiono nella formula e che sono sti-
mati dai dati stessi (qui uno: appunto la media della popolazione, stimata usando
la media aritmetica delle misure).

F.5 Compatibilita dei dati con una distribuzio-
ne

Supponiamo di avere dei dati raccolti in un istogramma, e di voler verifi-
care l'ipotesi che i dati provengano da una certa distribuzione; ad esempio, la
distribuzione normale.

Ora per una misura la probabilia di cadere nell'intervalla-esimo di am-
piezza prefissatAx e corrispondente alla generica classe di frequenza usata per
la realizzazione dell'istogramma, € data dal valor medio della funzione densita di
probabilita nell'intervallo stesso, moltiplicato p&x.

Il numero di misure effettivamente ottenute in una classe di frequenia su
prove obbedisce alla distribuzione binomiale: il loro valor medio & quihli
e la loro varianza\ pi (1— pi); quest'ultimo termine si pud approssimare ancora
conNp se si ammette che le classi di frequenza siano sufficientemente ristrette
da poter trascurare i termini in? rispetto a quelli inp; (cioé sepj<<1).

In questo caso il numero di misure in ciascuna classe segue approssimativa-
mente la distribuzione di Poisson; questa € infatti la funzione che mostra come
si presentano, su un grande numero di osservazioni, eventi aventi piccola pro-
babilita di verificarsi singolarmente in ognuna: distribuzione nella quale I'erro-
re quadratico medio & effettivamente dato dalla radice quadrata del valor medio:
o= /Np(1-p) ~Np.

Nei limiti in cui il numero di misure attese in una classe & sufficientemen-
te elevato da poter confondere la distribuzione binomiale con una distribuzione
normale, la quantita
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cioé la somma, su tutte le classi di frequenza, del quadrato della differenza tra il
numero di misure ivattese(Ai = Np) ed ivi effettivamente osserva(®; = n;),
diviso per la varianza del numero di misure attese (approssimaitgpda A),

ha la distribuzione dex? conN — 1 gradi di liberta; il motivo per questultima
affermazione & che esiste un vincolo s@equello di avere per somma il numero
totale di misure effettuat®l (che viene usato nella formula che definist@er
calcolare il numero di misure attese in ogni intervafg,

Questo si puo in pratica supporre verificatoAgén ogni intervallo € almeno
paria 5; o meglio, se il numero di classi di frequenza in cui ci si aspetta un numero
di misure minore di 5 & trascurabile rispetto al totale (meno del 20%).

Quindi, per la verifica dell'ipotesi statistica che i dati vengano dalla distribu-
zione usata per il calcolo delkg, basta valutar; e poi verificare che non superi
il valore di taglio corrispondente alla coda superiore della distribuziong?datl
N — 1 gradi di liberta, coda avente area pari al livello di confidenza desiderato:
valore rilevabile dalle apposite tabélle

2Nel gia citato Spiegel - Probabilita e statistica - Collana Schaum, Etas-Kompass editrice, sono

N (nlin]Z N (O,*AJZ " " N
X ~ — presenti anche queste tabelle. E' bene anche ricordare che gNaidaperiore a 30 si puo far
Zl Np i& A riferimento alla distribuzione normale con medliad errore quadratico medig2N.
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Appendice G

La funzione di verosimiglianza

Si supponga di aver compiufd osservazioni indipendenti relative ad una
grandezza fisica, e di aver trovato i valork;, coni = 1,2,...,N. Ciascuna delle
variabili casualix; abbia poi densita di probabiliti(xi|8), funzione nota che di-
pende dal paramet®di valore vero8* ignoto, definita in un intervallo dell’asse
reale dellex; con estremi indipendenti d& (che potremo assumere essére
ponendo eventualmenfgx 8) = 0 esternamente all'intervallo di definizione).

Una stima di una generica funzione nota del parameff),(che supporremo
con derivata non nulla), & una funzione dei soli valori ossetyatixy, ..., Xn);
dunque a sua volta una variabile casuale con associata una funzione densita di
probabilita che indicheremo cayt|6). La stima si dicémparziale(o indistorta)
quando il suo valor medio

Et) = /:tg(t\e)dt

oo too
7/ dxlfl(xle)---/ dxn fn(xnB) t(X1, X2, . .., Xn)

€ uguale al rispettivo valor vero:
E(t) =1(8)

Una importante proprieta della stirha la sua varianza

o = [it-t@Poue)a

oo 00 2
= [ datipal) [ do fuxul®) a0~ T(O)]
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perchéa minima varianzasara il criterio di scelta fra stime diversewb).

Il teorema che seguegorema di Cramér-Rao) mostra che esiste un limite
inferiore per la varianza di una stima. Osserviamo per prima cosa che la densita
di probabilita per laN-pla (xg,X2,. .., Xn) risulta

N
|I:l fi(xi|6%)

per il teorema della probabilita composta; se in luogo del valor 8&si pone il
parametro variabilé, si ottiene l&funzione di verosimiglianza

N
L (x1,%2,- .., xn|0) =[] fi(x|©
(x1, %2 )] il:l (xi18)

La condizione di normalizzazione di ciasculn@omporta che I'integrale della
verosimiglianza su tutti i dominii delle variabifj valga 1:

oo Foo +oo
/ dxl/ dXz/ dxy L (x1,%2,...,Xn[0) =
o o -
= [Taxnaal) [ et [ dn i)

- flj{:”dxfmm\m

=1

indipendentementaal valore dif.
Derivando sotto il segno di integrale rispett®adato che i dominii delle
fi(xi|8) non dipendono dA, si ottiene

40 4o oo oL
[ ] de [ om0
da cui, dividendo e moltiplicando I'integrando derrisulta
oo oo teo 10L
L“LWJdMG@:
—/ dx1/ dxo- / dxy La'og"
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E( % ),o

Set & imparziale,

o oo
:/ d><1---/ dxnt(Xa, X, -+ XN) L (X1, X2, .., Xn[8) = T(6)

da cui, derivando ambo i membri rispetté,a

e Foo o
/ dx1/ dxz/ dmt%:r’(e)

Dividendo e moltiplicando poi I'integrando per la verosimigliatzaisulta
oo o0 o0
/ dxl/ de.../ dmt% -
10L
7/ dy .- / dxy tL(L ae)
/ da f1(x1/6) - / dx fu(xn)t

dlogL
-<(*%)

E( "'gg") 7(6)

Infine, sommando membro a membro questa equazione e la precedente molti-
plicata pert(8), si ottiene

E(ﬁlogL)f ©E (alogL) —1(6)

{ (t—1(8)] "'°g"} =7(8)

IogL

e, in definitiva,

ovvero

/ dxq f1(x, 6)- / dxy () alogL Se ora si definiscono il rapporto
“o RE) E{t 10128} v
- B a0gl\] dlogL \ 2
ossia E {(%) ] E [(%‘) }
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(che & una costante dipendenteBjasserviamo anche che deve risultR(8) #
0) e la variabile casuale

~t-1(0) - re) 2%t

il cui quadrato risulta essere

2
2 —[t—1(8)?— 2R©) [t —1(8)] ° 'gg" +R(8) (‘3 'gg")

prendendo il valor medio d? si ottiene

E@) = E{1t w(e)?} 2R(9)E{[t r(e)]a'gg"}
2
+RY(B)E [(alggL) ]
—az—2— YO ey

. E[(:.(ﬁﬂ E[(al;gL)z]

WO @)
,0(272E [(a‘ggL)z] + c [(5logL)1
PR O

2
dlogL
[C5)]
Ma il valor medio del quadrato di una qualsiasi variabile casuale non pud

essere negativo, e dunque

L)
\g

e[en]

ed infine

[ 2 _
W = [7(8)] e - T(B)R(6)

cioé:
Nessuna funzione dei valori osservgiii,xz, .. .,xn), che sia stima

imparziale di una funzione del parameti®), puo avere varianza
inferiore ad un limite determinato.

La varianza minima si raggiunge se e soltant& &) & nullo, il che & possi-
bile solo sez & nulla ovunque, cioe se

a IogL

z=1t-1(8)-R(O) =0

0, altrimenti detto, se la derivata Iogammlcadella verosimiglianza & proporzionale
alla variabile casuale 1(6):

dlogL t—1(8)
® RO

Col metodo della massima verosimiglianza si assume, come stima del valor
vero 6* del parametr®, quel valored che rende massima la verosimigliariza
per i valori osservati delle variabibg, X2, . . ., Xn
Ora, nel caso esista una stima di minima varianper la funzioner(6), per
quanto visto sopra I'equazione di massima verosimiglianza diviene
dlogL  t—1(6)

B R(0)

e le soluzion® sono tutte e sole quelle dell'equazione
7(8) =t(X1, %2, .-, XN)

La derivata seconda di ldgé in tal caso

dlogl  T(B)R(B) +R(8)[t—1(6)]
002 T R2(6)
_ G2+R(8) [t—1(8)]
a R%(6)

ma sed = 8 & anche — r(é) =0 erisulta

azlogL) a2
=——< <0
( 002 Jop Rz(e)
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cioéper tutte le soluzior® — 8 la verosimiglianza & massima

Ora, se la funzione lolg é regolare, tra due massimi deve esistere un minimo;
dato che non esistono minimi, ne consegueibimassimo e uniced in corrispon-
denza al valore della funziore * inversa dit(6) e calcolata irt(xg, Xz, - .-, Xn):

6=1"1[t0a, %, ., XN)]
Si ponga attenzione al fatto cher N finitoquestanone una stima dé con va-
rianza minima, che esiste solo per la funzio(® ed & appunto I&x1, X2, . . ., Xn).
La statistica {x1,X2,...,Xn) (come viene anche indicata una funzione dei dati)
di minima varianza € un caso particolare di statissiufficienteper il parametro
0, come é chiamata una funzione dei valori osservati, se esiste, che riassume in sé
tutta I'informazione che i dati possono fornire sul valore del parametro.
Sexy,Xz,. .., XN SONO i valori osservati dN variabili casualinormali con lo
stesso valor medid e varianze rispettive; supposte note, la verosimiglianza e

I R
—M——=¢
‘HG‘\/ZT[

)

ai
il suo logaritmo

logL :%i% - ilog(m\/ﬁ)

1 XIEX“Z
o) (ziéz %)

Pertanto la media dei dati, pesati con coefficienti inversamente proporzionali
alle varianze, € una stima di minima varianza perSe leN varianze sono poi
tutte uguali tra loro e di valore?, risulta

dlogL 1 N N, _ X—A
N ?[(Q)*m] “ @& =

ed in tal caso lanedia aritmeticadel campione € una stima di minima varianza
perA. Sempre in tal caso e poi

e la sua derivata rispetto al paramekro

con
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dunque
' 02
Var(x) = TR = N

come da altra parte gia si sapeva.

Qui la media del campione e un esempio di statistica sufficient®; pefatti
non ha alcuna importanza quali siano i singoli valgrima se le medie di due
diversi campioni sono uguali, le conclusioni che si possono trarre sul valare di
sono le medesime.

Supponendo di conoscere il valor medlida stima della varianza? si ottiene
cercando lo zero della derivata logaritmica

N N
T PR R R TR B

la quale ha la forma richiesta perche la soluzione

. 1N N
& :N‘;(x‘—)\]

sia una stima di2 con minima varianza, data da

N
Var{%‘;(xh)\)z} — 1R = 20% =

essend®(c) = 0%/N, 1(0) = 6% e T'(0) = 20: questo risultato & lo stesso trovato
nell'appendice A.

Il valore di tuttavia non & generalmente noto, e I'uso della media aritmetica
del campionex comporta una distorsione che si corregge, come si € visto, ponendo
N —1inluogo diN.

20*
N




