Introduzione

Ho deciso di scrivere le seguenti tavole, le quali mi auguro saranno sempre in continua crescita, allo
scopo di sostenere i fisici nel loro continuo bisogno di fare conti senza scassarsi le palle, i miei amici e me
stesso in primis. Tutto il materiale qui raccolto non é altro che (in minima misura) una rielaborazione
di contenuti tratti da Wikipedia (cosi Chiacchera é contento). Solo un ultimo consiglio all’utente:

Usatemi ma non Abusatemi
Pietro Doné

Regole di Integrazione generali e funzioni elementari

Regole per l’integrazione di funzioni semplici
/af(x) dx = a/f(x)dx
[f(x)+g(x dm—/f dw+/()d

[ f@ata) e = @) [ sty o~ [ (als) [ ate)de) aa
Regole per l’integrazione di funzioni razionali

/d:c:x—|—0

xn+1
/x"dx:n+1+C per n # —1

1
/fdx=1n|az|—|—C
x

1
/7dx:arctanx+0
1422

Regole per l’integrazione di logaritmi
/lnxdx =zhex—ax+C

/logbxdx = zlog, x — xlogye+ C

Regole per l’integrazione di funzioni esponenziali

/e””dx:e’”—f—C

/azdx: a4 +C
Ina

Regole per l’integrazione di funzioni irrazionali

x = arcsinxy + C

=
ﬁ
[
i

dx = arccosx + C
dx = arcsecx + C

dxr = arcsinhz + C



/ \/% dx = arccoshz + C
SV e = G e L+ /a7 0
Regole per l'integrazione di funzioni Trigonometriche
cosxdr =sinz + C

sinzdr = —cosz + C

tanzdr = —In|cosz| + C

cscx dr = In|cscx — cotz| + C

secxdx = In|secx + tanz| + C

cotxdr =In|sinz| + C

sec’zdr = tanz + C

esc’xdr = —cotx 4+ C

sin? z dr = %(x —sinzcosz) + C

1
cos? x dx = §(x+sinxcosx) +C

e S S S

Regole per l'integrazione di funzioni iperboliche
sinhx dx = coshz + C

coshzdr =sinhz + C

tanhz dz = In(coshz) + C

cschxdr =1n ‘tanh g‘ +C

sechz dx = arctan(sinhz) + C

cothzdx =In|sinhz| + C

arccosh x dx = x arccoshx — \/ﬁ +C

arcsinh z dz = zarcsinhz — V22 +1+C

log (1 — 2?)

5 +C

arctanh x dr = z arctanh x +

e S S S



Integrali definiti

Alcuni Integrali definiti ”elementari”
—+o0

1
Vze *dr = §ﬁ

0+OO z2 ™
/ e” 7 dx = \/; (integrale di Gauss)
0

+oo w2
/ e 2 du = V27 (Integrale di Eulero)

+oo
/ 2 te " dr =T'(z) (I'; denota la funzione Gamma)
0

1
1 1 11
/ dt == (3, 2) (integrale ellittico) 5 (p, q) denota la funzione Beta
0

/0 In(cos(z)) dz = /0 In(sin(z)) dz = ) In(2)

+0o i
sinz ,
e T
“+oo +oo T
cos(z?) dx = / sin(z?) dx = \/g (integrali di Fresnel)

n(l —2acos x + a?)dr = 27 In |«

—+oo
3 1. (2
de==-T{ -

— T

Funzioni speciali da integrali trigonometrici e iperbolici

Si(z) = / sint dt
o t
.  sint ) 1
si(z) = —/x 5 dt = Si(x) — 37

T 1
Ci(x):y—klnx—k/ %dt
0
Cin(x):/ ﬂdt
0 t

e t
ci(z) = —/ %dt

Shi(z) = / SH; t dt = shi(x)
0

% cosht —1
Chi(z) =’y+lnx—|—/ C%fdt:chi(x)
0




Integrali indefiniti di funzioni razionali

(ax + b)" Tt
+0)"dr = ———— -1
/w; ye = LD (pern # 1)
/ f_b ln|a1’+b|
ax a
al(n+ 1z —b
+b0)"de = - (azx + b)" T -1,-2
/a:(a; V" dx ba2(n+1)(n+2) (az +b) (per n & { )
z dx x
/am+b:af¥ln|aa§+b|
/ vde b ln|ax+b|
(axr +b)?2  a (am+b)
x dx (lfn)x—b
_ —1,-2
/ D e A
1
/x +xb3<(‘m+ V  ob(az +b) + b n faz + b
ax a
x® dz 1 b?
— —2bl
/(a:c+b =3 (am—I—b bln|ax + b| — erb)
/ v da i |ax+b|+ 2 __ i
(am+b a3 ax+b  2(ax +b)?
x® dx 1 20 b2
1 _ 1,2,3
/<ax+b ( T T ) 0 #0029
/ aerb
a:(ax—l—b) b x
dx 1 a ax+b
x?(ax + b) T e + bf2111
/ dx _ 1 n 1 _znax—i—b
22(ax +b)2 b2 (ax +b)  ab?x b3 x
d
’ zfarctanf
x2+a?2 a a
/ de 1atahx L o-® (per [z| < |al)
= ——artanh— = — In r|z| < la
x? — a? 20 a+ P
/ de ——larcothf—inx_ (per |z| > |al)
2 —a? a_2a x—!— P
dzr 2ax + b 9
—— arctan —— dac—b* >0
/az2+bx+c 4acf = arctan — (per 4ac )
dx 20z +b 1 2ax + b —V/b% — 4ac
5 = arctanh In (per 4ac —
ar? +br+c /b2 — dac 2 — dac Vb2 —dac  |2ax + b+ Vb —4dac
b? < 0)
_mdr Ly pbe ] b/diﬂf
ar?+br+c 2a ) anZ—bm—i—c 5 ;
me +n :—ln|am +bx+c‘+uarctanL (per 4ac — b* > 0)

ax2+bx+cx
mx +n —b

_ — ——— artan er dac — > <0
ax? +br +c b2 — 4dac \/b2 4ac (P )

/
/
/ d 2az+b 2n — 3)2 d
/ x axr + (2n — 3)2a /( x
/
/

dr = —ln‘ax —|—bx—|—c}+

(ax? +bx+c)"  (n—1)(4ac — b2)(az? + bx + )"~ (n — 1)(4ac — b2) azr? + bx + ¢)n 1!
x dx bx + 2c b(2n — 3) / dz
(

(ax?2 + bz +c)*  (n—1)(4ac —b2)(ax? + br +c)"~1  (n—1)(dac — b2)

2

ax? +bx +c

ax? +bx +c)"1
dx 1

b d
————————=—In ——/735
x(ax? +br+c) 2c 2¢ ) ax?+br+c



Integrali indefiniti di funzioni irrazionali
1 9 . T
Va2 —ax?dx = 3 (:v a? — 22 4+ a” arcsin 7) (lz| < lal)
a

1
/l‘\/mdl‘:—g\/m (2] < |al)
€T X

=+va?—2?2—aln (|z] < lal)

[ s —mcsin . (fal <a])
———— =arcsin— (|z a
a? — z2 a -
2 dz =z
VaZ—z2 2
1
/\/ 22 +a? dx = 3 (sc\/ 22 + a2 + a? arsinhg)
a
1 -
/:c\/mz +a? dx = g\/(xZ +a?)3
/2 2
/736 ra dx:\/a?Q—i—aQ—aln
T

d 5
/\/%W = arsinhg = 1n‘x+ x2 +a2‘

xdx s
Varta? e

2 2 2
x° dz x\/zi a LT a
—— ="z —|—a2——arsmhf:f\/xQ—l—aQ——ln’x—}—\/xQ—i—aQ‘
Vi@ 2 ML T 2
a+ Va2 + a?
x

2

2
— 2 Y an X <
a? —x% + 5 aresin — (|| < lal)

a+ V2 +a?
x

[\V]

/ dx 1 . L2 11
——— = ——arsinh— =—-In
Va2 +a> a T a
1
‘/\/gcz—a2 de = = (x\/;vQ—a2$aQarcosh‘£D (per |z| > ||la|; — per x >0, + per x < 0)
a

2

1
/zmdz:§m (per || > |a])
2424
/\/m = \/mf a arccos = (per |z| > |a|)
€T xr

— arcosh’ = In (|x| +Va?— a2> (per |z| > |a|)
a

/ dzx
V@

T dx

2 2

—a? (per |z > |a])

2d 2 1
i:f I2*a2+%aI‘COSh’£‘:*($ x27a2+a21n<|:c\+ 1.27012)) (Per |I|>|CLD
— a

2

d 1
ﬁ = —aln‘%/a(axQ + bz +¢) +2ax+b’ (per a > 0)
Vaz? +br +c
2az +b

dx 1

— = — arsihh——— er a >0, dac—b*> >0

/\/ax2+bx+c Vva Vdac — b2 ( )

————— = —1In|2ax +b era>0,dac—b>=0

/ T 2az 48 (p b )

T 1 . 2ax + 9

=— arcsin ———— era <0, dac—0" <0

/\/ax2+baz+c v—a Vb2 — 4dac (p )

/ T dx \/an—l—bx—l—c_

b dx
JazZ t bzt o a %/m




Integrali indefiniti di funzioni trigonometriche

Integrali di funzioni trigonometriche contenenti solo Seno

. 1
sincx dr = —— cos cx
c

on—1
sin""“crcoscx n-—1 e
sin” cx doe = — + sin" ?cx dr  (per n > 0)
ne n
sincx  xzcoscx
rsincr dv = —5— —
c c
x" n n—1
2"sincx doe = ——coscx + — [ " " coscx dx  (per n > 0)
c c
sin cz : (cx)?itt

dr = ( 1)
=0
sin C.T S cx C / COS Ccx

T (n—1)aznt T n—1

/
/
/
/=
I
/mw**ww*
e
e
e
[
[iEae

(2i+1)-(2i+1)!

xn—l

CcoS cx n—2/ dxr ( > 1)
ern
sin” CJU c(l—n) s Ler  n—1J sit"Zex T
1t (c:c 7T)
= —tan | — F —
lztblncaj 2 ¥ 4
T dr xt (cm 77)+21 ‘ (x 77)‘
= —tan | — — — —In|cos | — — —
1+sinex ¢ 2 4 c? 2 4
x dx t(ﬂ' cm)+21 . ( cac)‘
=—cot|—— — —Inlsin|— — —
1—sinex ¢ 4 2 c? 4 2
sincx dx 1 pi_ cx
=4+ ~tan (= F —
1xsincx x+can<4$2>
. ) sin(c; — o)z sin(cl + o)
: . dr =
[ sinerasiness dr = SEAZCESHALEL (per o] £ [

Integrali di funzioni trigonometriche contenenti solo Coseno

1.
/cos cr dr = —sincx
c

n—1

cos"Ttcxrsincx n—1
/cos" cr dr = + /cos"_2 cx dx (per n > 0)
n

nc

T coscr dr =

coscr xsincx
s— +
c c

xsincx n .
T coscxd:cfiff/x” Lsin ez dx
c c

cos cT ) (cz)?
dx =In|ex| + Z W
cos cx cos cx c sin cx
O n—l/ o dr (pern#1)
sin cx Jr7172/ dzx ( 1)
= er n
cos" cx c(n —1)cosn=lex  n—1) cos"2cx P

1 cr

= —tan —

1 + cos cT c 2
1 cr
= ——cot —
1 —coscx c 2
T dr

/
/
I
I
/mwr m%ﬂ?+9!
s
[ e
J =t
e

cr
= — tan cr2 —|— ln ‘cos ‘
1+ coscx c 2



T dr T 2 cT
7:——cotcz2+ 5 In [sin —
1 —coscx T 2

/coscxdx 1 cx
— = — —tan —
1+ coscx c 2

/coscscdw 1 cx
- = _—x— Zcot—
1 —coscx c 2

sin(c; — co)x  sin(c; + o)z
2(01 — Cg) 2(61 + CQ)

/cos C1T CoS Cox dxr = (per |e1| # |ea|)

Integrali di funzioni trigonometriche contenenti solo Tangente

1
/tancx dx = ——1In | cos cz|
c
1
tan” cx dx = ﬁ tan" ! ex — /tan"_2 cx dr (per )n#1)
c(n —

tanc;v—l—l 5—1—2 In | sin ez + cos cz|

T 1 .
/7 —— + —In|sincx — cos cx|
tancx — 1

2 2c
tan cx dx

tancx + 1
/tancm dzx _
tancr —1

Integrali di funzioni trigonometriche contenenti solo Secante

— — In|sin cz + cos cz|
2c

o8 N8

1 .
+ — In|sincx — cos cx|
c

1
seccx dx = — In|sec cx + tan cz|
c

n—1 :

-2

/sec”cxd:v: See ( cxil)ncx +Z l/sec"_chd:c pern#1,¢#0
c(n — n—

Integrali di funzioni trigonometriche contenenti solo Cosecante

1
csccx de = — = In|esc cx + cot ez
c

csc
/ csc cxdx = —

=1 cxcoscx n—2

ce(n—1) +n—1

/csc”_chdx pern#1,¢#0

Integrali di funzioni trigonometriche contenenti solo Cotangente
1
cot cx dr = — In | sin cz|
c

1
/cot" cx dr = ——————cot" ' cx — /cot"_2 cx dx (per )n#1)
c(n—1)
dx [ tancz dz
1+cotex J tancx+1
dx B tan cx dx
l—cotex J tancx —1
Integrali di funzioni trigonometriche contenenti solo Seno e Coseno

/dix ln‘tan<cx:tf)’
coscx sincr /2 8

/ dz 1 ; ( )
= —tan (cx F —
(coscx +sincer)?  2c T3




coscr dx T .
= — 4+ — In [sin cz + cos cz|
COSs CT + sin cx 2 2c
_coscxdr dz T 1 .
= — — — In|sincz — cos cz|
cos cx — sincx 2 c
sin cx dx x 1 .
== — —In|sincz + cos cx|
cos cx + sin ez 2 2c
smca: dz T 1 .
=——— —Inlsincz — coscx|
cos cr — sincx 2 2c
/ coscx dx 1 tan? &% + 1 ‘ta )
= —— — 4+ — In [tan —
sin cz(1 + cos cx) 4c 2
coscx dx 1 5 CT
- = ——cot f——ln’tan—‘
sin cz(1l + — coscx) 4c 2
sin cx dx 1 (2 (cz+7r>+ ! ’t (cx+7r)‘
= —co — — In|tan | — + —
coscr(l +sincz)  4c 2 4 2¢ 2 4
sin cx dx 1 ¢ (cx+7r> 1 1 e (chrW)‘
= — tan —)— —Inftan(— + —
coscr(l —sincz)  4c 2 4 2¢ 2 4

sin cx cos cx dr = % sin? cx
c

cos(c; + co)x  cos(c; — c2)x

(per |e1] # |cal)
CQ)

sin ¢z cos cox dx = —

/ 2(01 + 62) 2(61 —
/sin” crcoscr dr = T D sin" ™' ex  (pern #£1)
c(n
1
sin cx cos™ cx dox = ——— cos" Tl cx ern#1
/ ey (per n # 1)
sin" texcos™tler  n—1
/sin” cxcos™ cx dx = — + /sin"_2 cxcos™ cx dx  (per m,n > 0)
c(n+m) n+m
s n+1 m—1
sin"™" cx cos cx m-—1
/sin” cxcos™ cx dx = + sin" cx cos™ 2 cx dr  (per m,n > 0)
c(n+m) n+m
dx 1
————— = —In[tancz|
sincrcoscx ¢
dx 1 dx
- = + - forn #1
/ sinex cos® cx  c(n—1)cos™ 1 cx / sin cx cos™ 2 cx ( 7#1)
dx 1 dx
- =— + [ — ern#1
/ sin” cx cos cx c(n —1)sin"ex / sin™ 2 ¢z cos cx (» 7 1)
sincx dx 1
= ern#1
/ coscx  c(n—1)cos"lex (b 7 1)
sin? cx dz 1 . 1 T  cx
—————— = ——sincz+ —In ‘tan (— + —)‘
cos cx c c 4 2
sin“ cx dx sin cx 1 dx
/ - -=/ (pern £1)
cos™ cx c(n—1)cos"lex n—1) cos"2cx
/ sin” cx dx _ _sin"71 cx / sin" 2 ez dx (per n 1)
cos cx e(n—1) cos cx
sin” cz dx sin™ ! ex n—m-+2 [sin”cx dx
= - (per m # 1)
cos™ cx c¢(m — 1) cos™~ 1! cx m—1 cos™ 2 cx
sin” cx dx sin"ex n—1 sin" 2 cx dz
=- + (per m # n)
cos™ cx cln—m)cos™ lex n—m cos™ cx
sin” cx dx sin" ! ez n—1 [sin" !exde
- - (per m # 1)
cos™ cx ¢(m—1)cos™tex n-1 cos™ =2 cx
cos cx dx 1
- = — ern#1
/ sin” cz c(n —1)sin" ez ® #1)
cos?cxdr 1 cx
—_— = (coscx +In ‘tan—‘)
sin cx c 2
2
cos® cx dx 1 cos cx dx
- = — + ern#1
/ sin” cx n—1 (csin”_1 cx) / sin" 2 cx> ® #1)



— (per m # 1)

cos™ cx dx cos" 1 cx n—m-—2 [ cos"cx dxr
sin”™ cx c(m—1)sin™ *cx m—1

sin cT
cos™ cx dx cos" 1 cx n n—1 cos™ 2cx dx ( £n)
- = —— - per m #n
sin™ cx c(n —m)sin™ Yex  n—m sin™ cx
cos™ cx dx cos" L cx n—1 cos™ 2cx dx
o == T 1 — (per m # 1)
sin™ cx c(m —1)sin cx m-— sin cx

Integrali di funzioni trigonometriche contenenti solo Seni, Coseni e Tangenti

. 1 .
sin cx tan cx dz = —(In| sec cx + tan cx| — sin cx)
c

/ ta:;cimdx - c(nl— y tan" " (er) - (pern #1)
/ tajosgxcxdsﬂ = (n1+ 5 tan™ " ez (per n # —1)
/ Cost:;cixdx = C(n1+ 0 cot"! cx (per n # —1)
/ : Ct(:bgijx - (1 1_ n) tan' " cx  (per n # 1)



Integrali indefiniti di funzioni iperboliche
sinh cx dor = 1 cosh cx
C
1
coshcx dx = p sinh cz

1
sinh? cx dr = — sinh 2cx — g
c

1
cosh? cx dr = — sinh 2cx + z
4e 2

1 n—1
sinh™ ¢z dz = — sinh™ ! ¢z cosh ez — —— / sinh" 2 czdr (per n > 0)
en n

1 2
sinh” ez de = ——— sinh™ ™ ¢z cosh e — nte /sinh”"'2 crdr (pern <0,n# —1)
c(n+1) n+1
n—1

cosh™ ez dx = — sinh ez cosh™ ™! cx + /Coshnf2 cxdx (per n > 0)
cn

1 2
/cosh" cx dx = ——————— sinh ez cosh™ ™ e — + /cosh"+2 crdr (pern <0,n# —1)
e(n+1) n+1
dr cT
= —In [tanh —
/ sinhcx ¢ i 2
/ dxr 1 ! coshcr — 1
= - mn|—
sinhcxr ¢ sinh cx
/ dx 1 ! sinh cx
= -n|—--
sinh cx c coshcr +1
/ dx 1 ! cosher — 1
= -—-n|—-
sinh cx c coshcxr +1
/ dx 2 o
= —arctane
cosher ¢
dx cosh cx n—2 dx
. = — ern=*1
/ sinh" ez ¢(n—1)sinh" tex n—1 / sinh™ 2 cx ® A1)
dzx sinh cx n—2 dx
= ern # 1
/ cosh"cx  ¢(n—1)cosh™ tex n—1 / cosh" 2 cx (p 71
/ cosh” cx cosh™ ! cx N n—1 cosh™ 2 cz ) ( £ )
——dx = T erm#n
sinh™ cx ¢(n—m)sinh™ tex n—m sinh™ cx P
/ C-OShZ e, (:osh".‘~'1 f,il n—m-+2 / .cosn}igx o (perm £ 1)
sinh™ cz c¢(m —1)sinh™ ™" cz m—1 sinh™ ™= cx
cosh” cx cosh™ ! cx n—1 cosh™ 2 cx
———dr = — dzx erm#1
/ sinh™ cx ¢(m—1)sinh™ tex m—1 / sinh™ 2 cx (p #1)
sinh™ cx sinh™ ! ex m—1 [sinh™ 2cz
——dx = d
/ cosh” ez 0 ¢(m —n)cosh" tex m—n / cosh"cx 0 (per m # n)
/ sinh:‘ cx sinh™*? fil m-—n-+2 / sin}::;cx dr (pern £ 1)
cosh” cx c(n — 1) cosh cx n—1 cosh cx
sinh™ cx sinh™ ™! cx m—1 {sinh™ 2cz
————dr = — dx ern #1
/ cosh” cx c(n—1)cosh" tex n—1 / cosh™ 2 cx (per n 7 1)
/ xsinh cx dx = —x cosh cx — - sinh cx
c c
1 1
/ x coshecx dr = —xsinh cx — - cosh cx
c c
1
/tanh cxdx = —In| cosh cz|
c
1
/coth cxdr = = In|sinh cz|
c
1
/tanh" cxdr = =D tanh™ ! cx + /tanh"_2 cxdr (pern#1)
c(n —

10



1
coth™ cx dz = ———————— coth™ ' cx + /coth"72 cxdr (pern#1)

/ c(n—1)

/ sinh bz sinh cx dz = P (bsinh ez cosh bxr — ccosh cxsinhbz)  (per b* # %)

/ cosh bz cosh cx dx = ] (bsinh bz cosh cx — csinh cx coshbz) — (per b* # c?)

/ cosh bz sinh cx dx = ﬁ (bsinh bz sinh cx — ccosh bx cosh ex)  (per b2 # %)

/sinh(ax + b)sin(cx + d) dz = %_’_62 cosh(ax + b) sin(cx + d) — Tj_& sinh(az + b) cos(cx + d)
/sinh(ax +b) cos(cx + d) dx = ﬁ cosh(az + b) cos(cx + d) + (127_7_02 sinh(az + b) sin(cz + d)
/cosh(ax + b)sin(cx + d) dx = ﬁ sinh(ax + b) sin(cx + d) — Tj—cQ cosh(ax + b) cos(cx + d)
/cosh(ax +b) cos(cx + d) dz = 112;102 sinh(ax + b) cos(cx + d) + ﬁ cosh(ax + b) sin(cx + d)

Integrali indefiniti di funzioni esponenziali

C
2
2 cx T 2z 2
dr = P —
/ e (c c? +cg>
1
/ NeCT g — —pMplT _ ﬁ/xn—lecmdl‘
C C

e* dx ‘
=1
= nlwl+Z c)

i=1

e dx e e“dx
/ prrae— (—mnl +C/$n1> (per n # 1)
1 “rq
/ c””lnasdx<ecg”1n|:c/e :c)
c x
/ T sinbr dr = m(csinb:z:—bcosb:c)
eCQf
/e cosbx dor = 2+b2(ccosbgc—|—bsinbac)
/ d eczsin”_lx( ) nin—1) /
e“sin"r de = ————(csinz — ncosx) e dx
C2+TL2 2_|_n2
/ d €% cos™ 1 ( n n(n —1) /
e cos" & dv = ————(ccosz + nsinx) e’ dx
CQ+TL2 2+n2
1 1 T —
(z=w)*/20% — (1 4 erf K
/O’\/Q?T 20( U\ﬂ2))
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Integrali indefiniti di funzioni d’arco

. . . . . X . T 3 3
In questa pagina si assume che ¢ denoti una costante diversa da 0. [ arcsin — dx = zarcsin —++v/c* —
c c

. 2 2 A 5
zarcsin—dr = — — — |arcsin— + —\/c* — x
c 2 4 c 4

9 LT a3 Cx 224262 5 5
x“arcsin —dr = — arcsin— + ——V/c2 —z
c 3 c 9
T T
arccos — dxr = x arccos — — \/ 2 — x2
c c
T z2 2 r T 3
rarccos —dx = | — — — | arccos — — —\/c2 —x
c 2 4 c 4
9 T x3 r 2?42 5 5
T~ arccos — dr = — arccos — — ——— /2 —
c 3 c 9
T T c
arctan = dr = z arctan = — - In(c? + 2?)
c c 2
x 2+ 22 x cx
rarctan — dr = arctan — — —
c c 2
3 2 3
T T T cx c
z2arctan = dz = — arctan = — — + — In¢? + 22
c 3 c 6 6
+1 n+1
T x™ T c " dx
2™ arctan — dr = arctan — — —— [ ——— (per n #1)
c 1 c n—+1 cc+x
T T T
arcsec— dx = xarcsec— + — In |z + /22 — 1
c ¢ clz
T r c
arccot — dr = x arccot — + — In(c® + %)
c c 2
x 2 + x? x cx
x arccot — dx = arccot — + —
c 2 c 2
3 2 3
T T T cx c
x? arccot = do = — arccot = + — — — In(c? + z?)
c 3 c 6 6
x ke x c " ldx
2™ arccot — dx = arccot — + ——5 (pern#1)
c n—+ c n+1 cc+ux
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Derivate

Regole di derivazione

Dlaf(z) + Bg(x)] = af'(x) + Bg'(x)

pf@) _ f(2)9(z) - ¢'(2) f(z)
g9(z) . g9(x)? )

PUTW) = 7 = 7o)

Derivate fondamentali

D(a)=0

D(x?) = 2z

D({L/E)—nc/%sex>0

sex >0

1
D(|z]) = -1 sex <0
non derivabile se x =0

D(a®)=a"Ina
1
D(lnz) = -
D(sinz) = cosz
D(tanz) = 1 + tan’*z = 12
cos? x
D(secz) = tanx secx
D(arcsinz) = \/1177
1
D(arctanz) = 5
1+ Zf
D(arcsecx) = ———
|z|vVa? —1
D(sinhx) = coshz
D(tanhz) = ———
cosh” z
D(sechx) = — tanh xzsechx
. 1
D(arcsinhz) = \/xiﬁ
D(arctanhz) = T %2
D(arcsechz) = P g
D([f()]") = nf(2)" " f'(x)
()
(nfa)) = 25
Disin (@) =/ @eonf 2
x
D(arctan f(z)) = T+ )P

D(e®) =¢€"
1 log, e
D(l
(logy, =) Inb -
D(cosz) = —sinz
1
— 1 2 —
D(cotx) = —1—cot*x 7.
D(cscz) = —cotzescx
1
D(arccosz) = ———=
( )=
D(arCCOtI) = T_%'Ql
D(arcesca) = ————
( ) |x| Va2 —1
D(coshz) = sinhz
D(cothz) = —csch®z
D(cscha) = —cothzesche
-1
D(arccoshz) =
x2—1
D(arccothz) = .7
D(arceschz) = —————
( ) |x] V1 + x2
!
D) = — L9
n /)
D) = /) (2
D(cosf(z)) = = f'(x)sinf(z)
D)) = )7 { g/ (@lins

13
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Sviluppi in serie di Taylor di funzioni di uso comune

I seguenti sono alcuni importanti sviluppi in serie di Taylor in un intorno di 0. Tutti questi sviluppi sono
validi anche per argomenti = complessi.

x xn

e zzﬁzl—i—x—l—fﬂ—i—...
n=0
_ (71)n+1 n 2 3
In(l1+2z) = — "~ —a2°/24+2°/3+ ... per |z|<1
n=1 n

m oo
1x7z:7§nx" per |z| <1
(1+:1:)O‘_Z< > ~1+az+ala—1)2%/2 perogni |z <1

—1)"
LxQ"H ~x—2°/6+2°/120 per ogni

" P x x4+ 23/342/152° + ... per |z| < T

— (2n) 2
o0 En
secx = 2(2)72 M1+ 2?2 4+5/242 + ... per |z| < %
n=0 ( TL)
arcsinr = Z (n'g(Q)rH—l)xan ~x+23/6+3/402° + ... per |z| <1
= ~1
arctanx = Nr—x +x + ... per |z| <
2( —'—)1 2n+1 3 3 5 5 1
n
sinh (z Z 2n—|—1 2"~ 4 23/6 +2°/120 4+ ... per ogni x
cosh (z Z Ml +a2?/2+2%/24+ ... per ognix
tanh (z i 1)x2"*1 ~x—x3/3+2/152° + z
~ .. per |z| < 5

: = (—1) 2n)!  an
arcsmh(m) :ZWZ‘Q +1 %m—x3/6+3/40x5—|— per |.1" < 1
n=0

1
arctanh (z) = Z —
= 2n+1

I numeri By, che compaiono negli sviluppi di tan(z) e tanh(x) sono i numeri di Bernoulli. Lo sviluppo
binomiale si serve dei coefficienti binomiali. Gli Ej nello sviluppo della sec(x) sono i numeri di Eulero.
B, =1{1,-1/2,1/6,0,—1/30,0,1/42,0,—-1/30,0,5/66,0, —691/2730,0,7/6, ...}

E, ={1,-0,-1,0,5,0,—61,0,1385,0,—50521, 0, 2702765, 0, —199360981, ...}

2" e+ 2334+ 25/5+ ... per |z] <1
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Funzioni Notevoli
Funzione Gamma

La funzione Gamma, nota anche come funzione gamma di Eulero é una funzione meromorfa, funzione
continua sui numeri reali positivi, che estende il concetto di fattoriale ai numeri complessi, nel senso che
per ogni numero intero non negativo n si ha

P(n+1)=n!

Def: Se la parte reale del numero complesso z é positiva, allora I'integrale

I‘(z):/ t*~lemtdt
0

converge assolutamente. Comunque, usando la continuazione analitica, si pud vedere che la I" converge
anche per z con parte reale non positiva, purché non intera. Usando l'integrazione per parti, si pud
dimostrare che:

P(z+1) =2zI(z)

Def Alternativa: Le seguenti definizioni alternative per la funzione Gamma sono dovute a Carl Friedrich
Gauss e Karl Weierstrass rispettivamente, sono valide per tutti i complessi z a parte reale non positiva:

z

n!n
I'(z)=1
() ninéoz(z—i—l)(z—i—n)
e~z =2 2y —1
_ e z/n
I'(z) . n|:|1 1+ ) e

dove «y é la costante di Eulero-Mascheroni.
Proprieta
Altre importanti proprieta della funzione Gamma sono la formula di riflessione di Eulero

™

Nl1-2)T(z) =

sin 7z

e quella di duplicazione
1 1-2z
()T Z+§ =2 V7 T(22)
La formula di duplicazione é un caso particolare della formula di moltiplicazione:

(z)T <z + nll) r (z + ;) T (z + mﬂ;l> = (2m)(m=D/2 p1/2=m= Py,

Le derivate della Funzione Gamma sono descritte in termine di gamma ed altre funzioni, per esempio:

roro ] L2 (o)

k=0

11 teorema di Bohr-Mollerup (Artin per I’Abbo) afferma che tra tutte le funzioni che estendono la funzione
fattoriale, solo Gamma é tale che In(I'(z)) é convessa.
Funzione Beta

La funzione Beta di Leonhard Euler, detta anche Integrale di Eulero del primo tipo, é data dall’Tavola
degli integrali definiti:

1
Bla,y) = / (1 - e
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dove sia x che y hanno parte reale positiva e non nulla (se lo fossero, 'integrale non convergerebbe a un
numero finito). Questa funzione fu studiata per primo da Eulero e da Adrien-Marie Legendre, ma fu
Jacques Binet a battezzarla con il suo nome attuale. é una funzione simmetrica, cioé il suo valore non
cambia scambiando x e y:

Bzy) =By, x)
Inoltre valgono anche le due seguenti identitd: 3(1,1) =1e §(1/2,1/2) = m;

La funzione Beta si pud scrivere in molti modi, di cui i pi comuni sono i seguenti:

['(2)T'(y)

w/2
B(x,y) = / sin?* "1 0 cos?V 1 0 d6, R(z) >0, R(y) >0
0

Blx,y) = /000 (L dt, R(z) >0, R(y) >0

1+ t)zt+y
_ l - _1\n (y)n—i-l

Derivata: La derivata della funzione beta pud essere scritta sfruttando, di nuovo, la funzione gamma:

D ot — an (@) Tty
S =) (i = T ) = e wio) - oo + )

dove 9 (z) é la funzione digamma.

Approssimazione Fattoriale e Stirling

L’approssimazione di Stirling o formula di Stirling é un’approssimazione per fattoriali grandi. Deve il
suo nome al matematico scozzese James Stirling (1692-1770). La formulazione corretta é:
V2mn (2)"
lim 7(‘9) =

n—-+00 n!

che viene scritto spesso come

n n
n! ~V2mn (7)
e

Per valori elevati di n il secondo membro della formula fornisce una buona approssimazione di n che si
pud calcolare rapidamente e facilmente.
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Utili Formule Trigonometriche

Simmetrie
sin(—z) = —sinz cos(—x) = cosx tan(—z) = —tanx
sin(ac—!—g) = coszx cos(m—l—g):—sinx tan(x—k%):—taim
sin(z +7) = —sinz cos(z+7)=—cosx tan(r+ ) =tanz
sin (g—x) = cosx cos (g—x) =sinx tan (g—x) = taiw

Addizione

cos(x + y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)
tan(z) + tan(y)

tan(z £ y) = -
F tan(z) tan(y)
cot(z —y) = cot(x) - cot(y) 1
! 'C(Ot)(y) — cot(x)
=) = )

dove cis(z) := '® = cos(x) 4 isin(z).

Duplicazione

sin(2x) = 2sin(z) cos(z)  cos(2z) = cos*(x)

cot(z +y) =

sin(z £ y) = sin(x) cos(y) £ cos(z) sin(y)

cot(z) - cot(y) — 1
cot(z) + cot(y)

cis(z + y) = cis(z) cis(y)

—sin?(z) = 2cos?(x) — 1 = 1 — 2sin®(x)

~ 2tan(x) ~ cot?(z) — 1
tan(2w) = m COt(2x) - W
COS2(x) - H#S(Zw) sin2($) = 1_%5(2@

Cambio di variabile parametrico

Posto ¢t :=tan (g) ,

seguono le cosidette formule parametriche:

in(z) 2t (2) 1t
sin(z) = cos(z) = ———
Y 2t
t - de = 240
an(x) — =1
i LAt
1t

Prostaferesi e affini

cos(z) cos(y) = cos(z +y) + cos(x — y)

2
sin(z + y) + sin(z — y)

sin(z) cos(y) =

2
cos(x) + cos(y) = 2 cos (T) cos (W)
Inverse
72, sex>0
arctan(x) + arctan(l/z) = Cx)2, sex <0
sin?(arccos(z)) = 1 — 2%, per -1 <=2 <=1
2
.92 €T
t =
sin”(arctan(zx)) 22

sin(z) sin(y) = cos(z — y) g cos(z + )

sin(z) + sin(y) = 2sin (T) cos (x ; y)

arctan(z) + arctan(y) = arctan ( Tty )
1—ay
cos?(arcsin(z)) =1 — 22, per —1 <=z <=1
1
1422

cos? (arctan(z))
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Formule di trigonometria iperbolica o come cavolo si chiama

Definizioni
cosh(z) = etre”
2
P
() —
sinh(x) 5

sinh x et —e *

tanh(z) = cosh x - et +e®

Utili Identita
cosh?(z) — sinh?(z) = 1
cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) £ sinh(x) sinh(y)
sinh(z 4+ y) = sinh(z) cosh(y) =+ cosh(x) sinh(y)
tanh(z) £ tanh(y)
tanh(z + y) =
anh(z £ y) 1 + tanh(z) tanh(y

sinh(z) £ sinh(y) = 2sinh (:v+y)> €08 (x_y)

cosh(z) — cosh(y) = 2sinh (m 5 y) sinh (x—;—y)

sinh (z
tanh(z) — tanh(y) = cosh(x() -

)
=
—~
<
=

Formule Inverse
arcsinh(z) = log (x + Va2 + 1)

arccosh(x) = log (ﬂc +Va? - 1)
1+
1—

1
arctanh(x) = 3 log
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